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LA CORRESPONDANCE DE LANGLANDS
SUR LES CORPS DE FONCTIONS
[d’apre`s Laurent LAFFORGUE]
par Ge´rard LAUMON
Lafforgue a re´cemment e´tabli la correspondance de Langlands pour GLr sur un corps
de fonctions. Sa preuve suit la strate´gie introduite, il y a plus de 25 ans, par Drinfeld
pour traiter le cas r = 2. Une des innovations principales est la construction d’une
compactification toro¨ıdale du sche´ma simplicial PGL•+1r /PGLr classifiant de PGLr
qui prolonge la compactification de De Concini et Procesi de PGL2r /PGLr.
Apre`s avoir e´nonce´ le the´ore`me principal et ses conse´quences, nous pre´senterons les
grandes lignes de la de´monstration, en renvoyant pour les de´tails aux publications de
Lafforgue ([La 1] a` [La 10]). Les sections 4 (Compactification du classifiant de PGLr)
et 7 (Une variante d’un the´ore`me de Pink) sont de nature ge´ne´rale et peuvent eˆtre lues
inde´pendamment du reste du texte.
Je remercie chaleureusement L. Lafforgue pour son aide dans la pre´paration de cet
expose´.
1. E´NONCE´ DU THE´ORE`ME PRINCIPAL
On fixe dans tout cet expose´ une courbe X projective, lisse et ge´ome´triquement
connexe sur un corps fini Fq a` q e´le´ments. On note |X | l’ensemble des points ferme´s de
X .
Soit F le corps des fonctions de X . On identifie les places de F aux e´le´ments de |X |.
Pour chaque x ∈ |X | on peut former le comple´te´ Fx de F en la place x. C’est un corps
de valuation discre`te complet. On notera encore x : F×x → Z sa valuation. L’anneau
des entiers de Fx est l’anneau de valuation discre`te Ox = {ax ∈ F
×
x | x(ax) ≥ 0} ∪ {0},
px = {ax ∈ F
×
x | x(ax) > 0} ∪ {0} est l’unique ide´al maximal de Ox et le corps re´siduel
κ(x) = Ox/px est une extension finie de Fq dont on notera deg(x) le degre´.
L’anneau (topologique) des ade`les de F est le produit restreint




ou` l’expression 〈〈pour presque tout x 〉〉 signifie 〈〈pour tous les x sauf un nombre
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fini 〉〉. Le corps F se plonge diagonalement dans A et l’anneau topologique compact
O :=
∏
x∈|X| Ox est un sous-anneau de A.





Cet homomorphisme est surjectif et est identiquement nul sur F× et aussi sur O×. Son
noyau est compact modulo F× : en d’autres termes, pour tout a ∈ A× de degre´ non
nul, le groupe quotient F×\A×/O×aZ est fini.
1.1. Repre´sentations automorphes cuspidales
Soit r un entier ≥ 1. On conside`re le groupe ade´lique GLr(A) des matrices inversibles








On fixe une fois pour toute une mesure de Haar dg sur GLr(A), et une de´composition
dg =
∏
x∈|X| dgx de cette mesure en produit de mesures de Haar locales. Il est commode
de normaliser dg et les dgx par les conditions vol(K, dg) = 1 et vol(Kx, dgx) = 1.
Une forme automorphe cuspidale (pour GLr sur F ) est une fonction ϕ : GLr(A)→ C
ayant les proprie´te´s suivantes :
1) ϕ(γg) = ϕ(g), ∀γ ∈ GLr(F ), ∀g ∈ GLr(A),
2) il existe un sous-groupe Kϕ ⊂ K d’indice fini tel que ϕ(gk) = ϕ(g), ∀g ∈ GLr(A),
∀k ∈ Kϕ,
3) il existe a ∈ A× tel que deg(a) 6= 0 et ϕ(ga) = ϕ(g), ∀g ∈ GLr(A),
4) pour toute de´composition non triviale r = r1+ · · ·+ rs de r en entiers strictement
positifs, qui de´finit un sous-groupe parabolique standard P = MU ( GLr de
radical unipotent U et de composante de Levi M ∼= GLr1 × · · · × GLrs , le terme
constant




est identiquement nul (ici du est n’importe quelle mesure de Haar sur le quotient
compact U(F )\U(A)).









ou`, pour tout a ∈ A× de degre´ non nul, Lcusp(a) ⊂ Lcusp est le sous-espace de´fini en
imposant ce a particulier dans la proprie´te´ 3).
Toujours pour a ∈ A× de degre´ non nul, on montre que toute fonction ϕ ∈ Lcusp(a)
est a` support compact sur GLr(F )\GLr(A)/a
Z, et on peut donc munir Lcusp(a) du





Le groupe GLr(A) agit par translation a` droite sur l’espace vectoriel complexe
Lcusp = Lcusp(GLr(F )\GLr(A))
des formes automorphes cuspidales. Cette repre´sentation est lisse (le fixateur de tout
vecteur dans Lcusp est un sous-groupe ouvert de GLr(A)). Comme on a fixe´ une mesure
de Haar dg sur GLr(A), la donne´e de cette repre´sentation e´quivaut a` celle d’une structure
de H-module sur Lcusp, ou` l’alge`bre de Hecke
H = C∞c (GLr(A))
est l’alge`bre de convolution des fonctions complexes, localement constantes et a` support
compact, sur GLr(A).
Pour chaque a ∈ A× de degre´ non nul, l’action de GLr(A) respecte le sous-espace
Lcusp(a). La repre´sentation induite sur ce sous-espace est admissible (pour tout sous-
groupe K ′ ⊂ K d’indice fini, l’espace vectoriel des invariants sous K ′ dans Lcusp(a) est
de dimension finie). Elle est de plus unitaire pour le produit scalaire de´fini ci-dessus. La






ou` π parcourt un syste`me de repre´sentants des classes d’isomorphie de repre´sentations
complexes irre´ductibles admissibles de GLr(A), ou` Vπ est l’espace de π (en ge´ne´ral de
dimension infinie) et ou` les multiplicite´s m(π) sont des entiers ≥ 0.
DE´FINITION. — Une repre´sentation automorphe cuspidale irre´ductible (pour GLr sur
F ) est une repre´sentation complexe admissible irre´ductible de GLr(A) qui est isomorphe
a` un facteur direct de Lcusp.
On notera Ar un syste`me de repre´sentants des classes d’isomorphie de ces repre´senta-
tions automorphes cuspidales irre´ductibles. Chaque π ∈ Ar admet un caracte`re central
ωπ : F









En d’autres termes, les multiplicite´s dans la de´composition isotypique de la repre´sen-
tation Lcusp de GLr(A) sont donne´es par m(π) = 1 si π est automorphe cuspidale et
m(π) = 0 sinon.




C’est l’alge`bre de convolution pour la mesure de Haar dgx sur GLr(Fx). L’espace de
toute repre´sentation lisse de GLr(Fx) est naturellement muni d’une structure de Hx-
module.
On notera eKx ∈ Hx la fonction caracte´ristique de Kx = GLr(Ox) dans GLr(Fx) et
on appellera alge`bre de Hecke locale non ramifie´e la sous-alge`bre
Hx(Kx) = eKx ∗Hx ∗ eKx ⊂ Hx.
C’est une alge`bre commutative unitaire munie d’un isomorphisme, construit par Satake,
Hx(Kx) ∼= C[z1, z
−1




ou` le groupe syme´trique Sr agit par permutation des inde´termine´es z1, . . . , zr. En
particulier, si (πx, Vπx) est une repre´sentation admissible irre´ductible de GLr(Fx) non
ramifie´e, c’est-a`-dire telle que V Kxπx 6= (0), on a en fait
dim(V Kxπx ) = 1
et le Hx(Kx)-module V
Kx
πx
de rang 1 et aussi la repre´sentation (πx, Vπx) sont (a`
isomorphisme pre`s) uniquement de´termine´s par la donne´e d’un r-uplet non ordonne´
(z1(πx), . . . , zr(πx))
de nombres complexes non nuls, appele´s les valeurs propres de Hecke de πx.













des alge`bres de Hecke locales, ou` S parcourt l’ensemble des parties finies de |X |. Une
repre´sentation admissible irre´ductible (π, Vπ) de GLr(A) admet donc, pour chaque
x ∈ |X |, une composante locale (πx, Vπx) qui est une repre´sentation irre´ductible
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admissible de GLr(Fx) bien de´finie a` isomorphisme pre`s. Pour presque tout x, π est
non ramifie´e en x, c’est-a`-dire admet une composante locale non ramifie´e en x, et π est









place x non ramifie´e pour π, l’espace de la repre´sentation du membre de droite est par













pour S parcourant l’ensemble des parties finies de |X | qui contiennent toutes les places
ramifie´es pour π.)
On de´finit la fonction L partielle de π comme le produit eule´rien formel
LSπ (π, T ) =
∏
x/∈Sπ







ou` Sπ ⊂ |X | est l’ensemble fini des places ramifie´es de π. Godement et Jacquet ([G-J])
ont de´montre´ que le produit eule´rien LSπ (π, q−s) converge absolument dans un demi-
plan Re(s) > σ pour un nombre re´el σ assez grand, et que la se´rie formelle en T de´finie
par LSπ (π, T ) est en fait le de´veloppement d’une fraction rationnelle dans C(T ), et
meˆme d’un polynoˆme dans C[T ] si r ≥ 2.
1.2. Repre´sentations du groupe de Galois
On fixe une cloˆture se´parable F de F et on note ΓF le groupe de Galois de F sur
F . Pour chaque x ∈ |X | on choisit arbitrairement un sous-groupe de de´composition
Dx ⊂ ΓF en x. Ce groupe de de´composition est le groupe de Galois ΓFx d’une certaine
cloˆture se´parable F x de Fx. On note Ix ⊂ Dx le sous-groupe d’inertie de ce groupe de
de´composition. Le groupe quotient Dx/Ix est isomorphe au groupe de Galois Γκ(x) de
κ(x) sur κ(x) pour une certaine cloˆture alge´brique κ(x) de κ(x) et est donc isomorphe a`
FrobẐx ou` Frobx ∈ Γκ(x) est l’e´le´ment de Frobenius ge´ome´trique (l’inverse de l’e´le´vation
a` la puissance |κ(x)| = qdeg(x)).
Muni de la topologie de Krull, ΓF est un groupe topologique pro-fini, dont les
repre´sentations complexes continues et de dimension finie se factorisent ne´cessairement
par un quotient fini. Suivant Serre et Grothendieck, on obtient une cate´gorie plus vaste
de repre´sentations de ΓF en remplac¸ant le corps des coefficients C par un corps ℓ-adique.
Fixons donc un nombre premier auxiliaire ℓ, distinct de la caracte´ristique de Fq, et fixons
une cloˆture alge´brique Qℓ de Qℓ.
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Une repre´sentation ℓ-adique σ de ΓF est un Qℓ-espace vectoriel Vσ de dimension
finie, muni d’un homomorphisme de groupes σ : ΓF → AutQℓ(Vσ), ayant les proprie´te´s
suivantes :
1) il existe une base de Vσ identifiant AutQℓ
(Vσ) a` GLr(Qℓ), ou` r est la dimension
de Vσ, et une extension finie Eλ de Qℓ contenue dans Qℓ telles que σ(ΓF ) ⊂
GLr(Eλ) ⊂ GLr(Qℓ),
2) σ : ΓF → GLr(Eλ) est continu pour la topologie de Krull sur ΓF et la topologie
ℓ-adique sur GLr(Eλ),
3) pour presque tout x ∈ |X |, σ est non ramifie´e en x, c’est-a`-dire que la restriction
σx de σ au sous-groupe de de´composition Dx ⊂ ΓF est triviale sur le sous-groupe
d’inertie Ix ⊂ Dx.
Ces repre´sentations forment une cate´gorie abe´lienne ou` tout objet est de longueur
finie.
Soit Gr un syste`me de repre´sentants des classes d’isomorphie de repre´sentations ℓ-
adiques irre´ductibles de rang r de ΓF dont le de´terminant (la puissance exte´rieure
maximale) est d’ordre fini. Pour chaque σ ∈ Gr, on note Sσ l’ensemble fini des places
de F ou` σ est ramifie´e. Pour chaque x /∈ Sσ, on dispose de l’automorphisme σx(Frobx)
de Vσ, et on note
(z1(σx), . . . , zr(σx))
les valeurs propres de Frobenius de σ en x, c’est-a`-dire le r-uplet non ordonne´ d’e´le´ments
non nuls de Qℓ forme´ des valeurs propres de σx(Frobx). La fonction L partielle de σ est
par de´finition le produit eule´rien formel
LSσ(σ, T ) =
∏
x∈|X|−Sσ







Il re´sulte de la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz ([Gr]) que cette se´rie
formelle est le de´veloppement d’une fraction rationnelle dans Qℓ(T ), et meˆme d’un
polynoˆme dans Qℓ[T ] si r ≥ 2.
1.3. La correspondance de Langlands et ses conse´quences
On fixe un isomorphisme de corps ι : Qℓ
∼
−→ C (il en existe d’apre`s l’axiome du
choix). On notera encore ι les isomorphismes de Qℓ(T ) (resp. Qℓ[[T ]]) sur C(T ) (resp.
C[[T ]]) induits par ι.




−→ Gr, π 7→ σ(π),
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telle que, pour tout π ∈ Ar on ait l’e´galite´ de facteurs L locaux
ι(L(σ(π)x, T )) = L(πx, T ),
pour presque tout x /∈ Sσ(π) ∪ Sπ.
(ii) (Conjecture de Ramanujan-Petersson) Pour tout π ∈ Ar et toute place x /∈ Sπ
on a
|zi(πx)| = 1, ∀i = 1, . . . , r.
Le cas r = 1 de ce the´ore`me est une reformulation de la the´orie du corps de classes
abe´lien pour les corps de fonctions. Le cas r = 2 a e´te´ de´montre´ par Drinfeld ([Dr 6],
[Dr 7]). Le cas ge´ne´ral est duˆ a` Lafforgue ([La 10]).
Les conse´quences de ce the´ore`me qui sont formule´es ci-dessous e´taient attendues, et
leur de´duction du the´ore`me principal est bien connue.
THE´ORE`ME (Compatibilite´ avec la correspondance de Langlands locale). — Pour tout
π ∈ Ar et tout x ∈ |X |, la repre´sentation de Galois locale σ(π)x de Dx = ΓFx est l’image
σx(πx) de la repre´sentation locale πx de GLr(Fx) par la correspondance de Langlands
locale (cf. [L-R-S]). En particulier, π et σ(π) ont les meˆmes facteurs L locaux en toutes
les places de F .
THE´ORE`ME (Conjecture´ par Deligne, [De](1.2.10)). — Soit σ ∈ Gr.
(i) Le sous-corps E = E(σ) de Qℓ engendre´ sur Q par les coefficients des
polynoˆmes
∏r
i=1(1 − zi(σx)T ) pour tous les x 6∈ Sσ est un corps de nombres (une
extension finie de Q).
(ii) Pour tout nombre premier ℓ′ distinct de la caracte´ristique de Fq, fixons une
cloˆture alge´brique Qℓ′ de Qℓ′ et notons Gr,ℓ′ l’ensemble Gr correspondant.
Il existe alors une unique famille de repre´sentations σℓ′,λ′ ∈ Gr,ℓ′ , indexe´e par les
couples (ℓ′, λ′) forme´s d’un nombre premier ℓ′ distinct de la caracte´ristique de Fq et
d’un plongement λ′ : E →֒ Qℓ′ , et ayant les proprie´te´s suivantes :
- σ = σℓ,λ ou` λ est l’inclusion de E dans Qℓ,











∈ Qℓ′ [T ].

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THE´ORE`ME (Conjecture´ par Deligne, [De](1.2.10)). — Soient Y un sche´ma normal de
type fini sur le corps fini Fq et L un syste`me local ℓ-adique de rang r sur Y . On suppose
que L est irre´ductible et que sa puissance exte´rieure maximale det(L) est d’ordre fini
(det(L)⊗N est isomorphe au faisceau ℓ-adique constant de valeur Qℓ sur Y pour tout
entier N ≥ 1 assez divisible). Alors L est pur de poids 0. 
Une conse´quence plus indirecte du the´ore`me principal est l’e´nonce´ dit 〈〈de descente 〉〉
dans la premie`re construction de Drinfeld (cf. [Dr 12], [F-G-K-V], [Lau 5], [Lau 6]) des
faisceaux automorphes partout non ramifie´s pour GLr sur une courbe lisse, projective
et ge´ome´triquement connexe sur un corps arbitraire (e´ventuellement de caracte´ristique
nulle).
1.4. Historique
L’outil principal invente´ par Drinfeld et utilise´ par Drinfeld et Lafforgue pour
de´montrer le the´ore`me principal, est le champ modulaire des chtoucas. Avant de
de´couvrir ce champ, Drinfeld avait introduit des varie´te´s modulaires sur les corps de
fonctions tre`s semblables aux varie´te´s de Shimura sur les corps de nombres : les varie´te´s
de modules elliptiques (ou de faisceaux elliptiques). L’utilisation de ces varie´te´s avait
permis de construire σ(π) sous certaines conditions sur la repre´sentation locale π∞ en
une place donne´e∞ ∈ |X |. Ainsi, Drinfeld ([Dr 9] et [Dr 10]) avait construit σ(π) quand
r = 2 et π∞ est dans la se´rie discre`te, et Flicker et Kazhdan, puis moi-meˆme, avions
ge´ne´ralise´ cette construction de Drinfeld, pour r arbitraire, dans les cas ou` π∞ est soit
supercuspidale ([F-K]), soit la repre´sentation de Steinberg ([Lau 1], [Lau 2]).
L’assertion d’unicite´ du the´ore`me principal e´tait connue depuis longtemps : elle est
en effet une conse´quence imme´diate du the´ore`me de densite´ de Cˇebotarev ([Se]). Il en
e´tait de meˆme de l’injectivite´ de l’application π → σ(π) qui est automatique d’apre`s le
the´ore`me de multiplicite´ un fort de Piatetski-Shapiro ([PS 2]).
Deligne avait remarque´ un principe de re´currence permettant de de´duire la sur-
jectivite´ de l’application π → σ(π) de son existence. Plus pre´cise´ment, si pour tout
r′ = 1, . . . , r−1, on a construit une application π′ → σ′(π′) de Ar′ → Gr′ telle que, quel
que soit π′ ∈ Ar′ , on ait l’e´galite´ de facteurs L locaux
ι(L(σ′(π′)x, T )) = L(π
′
x, T )
pour presque tout x /∈ Sσ′(π′)∪Sπ′ , alors l’e´quation fonctionnelle de Grothendieck ([Gr]),
la formule du produit pour la constante de cette e´quation fonctionnelle ([Lau 7]) et le
the´ore`me inverse de Hecke, Weil et Piatetski-Shapiro ([PS 1], [C-PS]) permettent de
de´finir une application
Gr → Ar, σ 7→ π(σ),
telle que, quel que soit σ ∈ Gr, on ait l’e´galite´ de facteurs L locaux
ι(L(π(σ)x, T )) = L(σx, T )
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pour presque tout x /∈ Sσ ∪ Sπ(σ).
Lafforgue avait obtenu auparavant un e´nonce´ tre`s proche de la conjecture de
Ramanujan-Petersson ([La 1]) comme une conse´quence de la description ade´lique de
Drinfeld des chtoucas sur les corps finis ([Dr 6]), de la formule des traces d’Arthur-
Selberg ([Ar]), de la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz ([Gr]), du
the´ore`me de purete´ de Deligne ([De]) et des estime´es de Jacquet-Shalika pour les valeurs
propres de Hecke des repre´sentations automorphes cuspidales irre´ductibles ([J-S 1]).
1.5. La strate´gie
La strate´gie utilise´e par Drinfeld et Lafforgue pour de´finir l’application π → σ(π) de
Ar dans Gr est inspire´e des travaux de Shimura, Ihara, Deligne, Langlands, ... Sous sa
forme la plus na¨ıve elle peut se de´crire comme suit :
On construit un sche´ma V sur F muni d’une action de l’alge`bre de Hecke H de telle
sorte que la cohomologie ℓ-adique a` supports compacts
H∗c (F ⊗F V,Qℓ)
soit une repre´sentation du produit de GLr(A) et du groupe de Galois ΓF .
Puis on calcule la trace de cette repre´sentation par la formule des points fixes de
Grothendieck-Lefschetz.
Enfin on compare cette formule des points fixes avec la formule des traces d’Arthur-
Selberg pour prouver que la repre´sentation⊕
π∈Ar
π ⊗ σ(π)
de GLr(A)×ΓF que l’on cherche est exactement la partie 〈〈cuspidale 〉〉 deH
∗
c (F⊗F V,Qℓ).
En fait, comme la cohomologie ℓ-adique ci-dessus est automatiquement de´finie sur
Qℓ, il y a une obstruction (de rationalite´) a` mener a` bien un tel programme (cf. [Ka])
et la strate´gie doit eˆtre le´ge`rement modifie´e. Comme l’a propose´ Drinfeld, c’est plutoˆt
la repre´sentation ⊕
π∈Ar
π ⊗ σ(π)∨ ⊗ σ(π)
du produit GLr(A)× ΓF × ΓF , ou` σ(π)
∨ est la repre´sentation contragre´diente de σ(π),
que l’on peut espe´rer obtenir comme la partie cuspidale de la cohomologie ℓ-adique a`
supports compacts d’un sche´ma sur F ⊗ F .
2. CHTOUCAS DE DRINFELD
2.1. Le champ des chtoucas
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Tous les sche´mas (ou champs) conside´re´s seront sur Fq ; on dira donc sche´ma (ou
champ) au lieu de Fq-sche´ma (ou Fq-champ) et on notera simplement U × T le produit
U ×Fq T de deux tels sche´mas (ou champs). Pour tout sche´ma (ou champ) U , on notera
FrobU : U → U son endomorphisme de Frobenius relativement a` Fq : si U est un
sche´ma, FrobU est donc l’identite´ sur l’espace topologique sous-jacent a` U et l’e´le´vation
a` la puissance q-ie`me sur le faisceau structural OU . Si M est un OU×X -Module, on
notera τM le OU×X -Module (FrobU × IdX)
∗M.
DE´FINITION (Drinfeld). — Un chtouca a` droite (resp. a` gauche) E˜ de rang r ≥ 1 sur











- E et E′ sont localement libres de rang r,
- j et t sont injectifs,
- les conoyaux de j et t sont supporte´s par les graphes Γ∞ ⊂ U ×X et Γo ⊂ U ×X
de deux morphismes ∞ : U → X et o : U → X, et sont localement libres de rang
1 sur leurs supports.
Le morphismes ∞ et o sont appele´s respectivement le poˆle et le ze´ro du chtouca.
En d’autres termes, un chtouca a` droite de rang r est la donne´e d’un fibre´ vectoriel E
de rang r, d’une modification e´le´mentaire supe´rieure j : E →֒ E′ de E, d’une modification
e´le´mentaire infe´rieure j′ : E′′ →֒ E′ de E′ et d’un isomorphisme u : τE
∼
−→ E′′. On a bien
suˆr une description similaire pour les chtoucas a` gauche.
En faisant varier U , on de´finit de manie`re e´vidente le champ Chtr des chtoucas a`
droite de rang r, un morphisme (∞, o) : Chtr → X ×X et un chtouca a` droite de rang
r universel sur Chtr ×X de poˆle et de ze´ro les deux composantes de ce morphisme.
De meˆme, on a le champ rCht des chtoucas a` gauche de rang r, un morphisme
(∞, o) : rCht→ X ×X et un chtouca a` gauche de rang r universel.
On a des morphismes de Frobenius partiels
Frob∞ :
rCht→ Chtr et Frobo : Cht
r → rCht










Dans la suite et sauf mention explicite du contraire, les chtoucas seront tous a` droite,
et on dira simplement 〈〈chtouca 〉〉 pour 〈〈chtouca a` droite 〉〉. Les re´sultats de´montre´s pour
les chtoucas a` droite ont bien entendu des analogues pour les chtoucas a` gauche.
PROPOSITION (Drinfeld). — Le champ Chtr est alge´brique au sens de Deligne-
Mumford. Le morphisme (∞, o) : Chtr → X × X est lisse, purement de dimension
relative 2r − 2.
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ou` Chtr,d classifie les chtoucas de degre´
d = deg E = deg E′ − 1.
Exemple : Pour tout entier d, Cht1,d peut eˆtre de´fini comme le produit fibre´




ou` Fib1,d est le champ alge´brique des fibre´s en droites de degre´ d sur X , J est
l’application d’Abel-Jacobi qui envoie (∞, o) ∈ (X × X)(U) sur le fibre´ en droites
OU×X (∞− o), et L est l’isoge´nie de Lang qui envoie un fibre´ en droites L sur U ×X
sur le fibre´ en droites L−1 ⊗OU×X
τL.
En particulier, Cht1,d est de type fini et admet un espace grossier qui est un
reveˆtement fini e´tale galoisien de X ×X . 
Mais, mis a` part le cas r = 1, aucun des champs Chtr,d n’est de type fini.
2.2. Troncatures
Soient k un corps alge´briquement clos contenant Fq et E˜ un chtouca sur (le spectre
de) k. On appelle sous-objet de E˜, et on note simplement
F˜ ⊂ E˜,
la donne´e de deux sous-Ok⊗X -Modules F ⊂ E et F
′ ⊂ E′ tels que E/F et E′/F′ soient
localement libres de meˆme rang et que j(F) ⊂ F′ et t(τF) ⊂ F′ ; a` un tel sous-objet on
peut associer son rang
rg F˜ = rgF = rgF′
et, pour chaque nombre re´el α, son degre´ (d’indice α)
degα F˜ = (1− α) degF + α degF
′.
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Si 0 = F˜0 ( F˜1 ( · · · ( F˜s = E˜ est une filtration de E˜ par des sous-objets comme
ci-dessus, on peut lui associer son polygone (d’indice α) qui est la fonction affine par
morceaux
p : [0, r]→ R
avec p(0) = p(r) = 0, dont les seules ruptures de pentes interviennent en les entiers
rg F˜σ, σ = 1, . . . , s− 1, et qui prend en ces entiers-la` la valeur




PROPOSITION. — Fixons un nombre re´el α ∈ [0, 1]. Alors, parmi tous les polygones
attache´s aux filtrations de E˜ comme ci-dessus, il en existe un plus grand que tous les
autres, et parmi toutes les filtrations qui de´finissent ce polygone maximal il en existe
une moins fine que tous les autres.
Le polygone et la filtration dont la proposition ci-dessus assurent l’existence sont
appele´s respectivement le polygone de Harder-Narasimhan et la filtration de Harder-
Narasimhan d’indice α du chtouca E˜.
Nous appellerons parame`tre de troncature toute fonction continue, convexe, affine par
morceaux p : [0, r]→ R≥0 avec p(0) = p(r) = 0 dont les points de ruptures de pente ont
des abscisses entie`res.
PROPOSITION. — E´tant donne´s α ∈ [0, 1] et un parame`tre de troncature p, il existe un
unique ouvert Chtr;≤αp du champ Chtr tel qu’un chtouca sur un corps alge´briquement
clos est dans cet ouvert si et seulement si son polygone de Harder-Narasimhan d’indice
α est majore´ par p.
De plus, pour chaque entier d, l’ouvert
Chtr,d;≤αp := Chtr;≤αp ∩Chtr,d
du champ Chtr,d est de type fini.
On voit donc que, pour chaque entier d, le champ alge´brique localement de type fini
Chtr,d est re´union filtrante des ouverts de type fini Chtr,d;≤pα .
2.3. Structures de niveau sur les chtoucas
Comme les courbes elliptiques, les chtoucas admettent des structures de niveau. Un
niveau est ici un sous-sche´ma ferme´ fini
N = Spec(ON ) ⊂ X.
Si E est un fibre´ vectoriel sur U × X pour un sche´ma (ou un champ) U , on notera
simplement EN la restriction de E au ferme´ U ×N ⊂ U×X . Si M est un OU×N -Module
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on notera encore τM le OU×N -Module (FrobU × IdN )
∗M. Pour tout fibre´ vectoriel E sur
U ×X on a e´videmment τ (EN ) ∼= (
τE)N .
On conside`re le champ alge´brique
TrrN
qui associe au sche´ma U la cate´gorie des couples (F, u) forme´s d’un fibre´ vectoriel de
rang r sur U × N et d’un isomorphisme de fibre´s vectoriels u : τF
∼
−→ F. Si l’on note
GLNr = ResN/ Spec(Fq)GLr le sche´ma en groupes sur Fq restriction a` la Weil du sche´ma
en groupes line´aire GLr sur N et par h 7→ τ(h) = FrobGLr(h) son endomorphisme de





de GLNr par l’action de GL
N
r sur lui-meˆme par la conjugaison tordue
τAd(h)(g) = τ(h)−1gh.
Comme l’isoge´nie de Lang
L : GLNr → GL
N
r , h 7→ L(h) = τ(h)
−1h,
est un torseur sous le groupe fini GLr(ON ) = GL
N
r (Fq) (pour son action par trans-
lation a` droite sur GLNr ), Tr
r
N est canoniquement isomorphe au champ classifiant
[Spec(Fq)/GLr(ON )].
On ne munira ici de structures de niveau que les chtoucas dont le poˆle et le ze´ro ne






est un tel chtouca sur U on remarque que les restrictions
jN : EN → E
′
N et tN :




des fle`ches j et t sont des isomorphismes de OU×N -Modules. On a donc un morphisme
de champs alge´briques
Chtr ×X2(X −N)
2−−−→ TrrN , E˜ 7→ (EN , j
−1
N ◦ tN ).
DE´FINITION (Drinfeld). — Soit E˜ un chtouca de rang r sur un sche´ma U dont le poˆle
et le ze´ro se factorisent par l’immersion ouverte X−N →֒ X. Une structure (principale)





ι = (j−1N ◦ tN ) ◦




On de´finit de manie`re e´vidente le champ ChtrN des chtoucas de rang r, dont le poˆle






ou` la fle`che horizontale du bas est la fle`che de restriction a` N de´finie ci-dessus, ou`
Trr,τN est le champ qui associe au sche´ma U la cate´gorie des triplets (F, u, ι) forme´s d’un




−→ F tel que
ι = u◦τ ι, et ou` la fle`che verticale de droite est l’oubli de la composante ι. On remarquera
que la composante ι de (F, u, ι) de´termine uniquement la composante u et donc que Trr,τN
est canoniquement isomorphe au champ [GLNr /GL
N
r ] quotient de GL
N
r par l’action de
GLNr sur lui-meˆme par translation a` droite, c’est-a`-dire au sche´ma re´duit a` un point
Spec(Fq). Par conse´quent, la fle`che verticale de droite du carre´ ci-dessus se de´crit encore,
soit comme la fle`che [GLNr /GL
N
r ] → [GL
N
r /
τAd(GLNr )] induite par l’isoge´nie de Lang
L, soit comme le GLr(ON )-torseur canonique Spec(Fq)→ [Spec(Fq)/GLr(ON )].
La fle`che verticale de gauche est donc un GLr(ON )-torseur et Cht
r
N est un champ
alge´brique, lisse purement de dimension 2r − 2 sur (X −N)2.
3. HOMOMORPHISMES COMPLETS ET CHTOUCAS ITE´RE´S
3.1. Homomorphismes complets
Soient k un corps et V et W deux k-espaces vectoriels de dimension r. On notera
H(V,W ) le sche´ma des uplets
(u1, . . . , ur;λ1, . . . , λr−1)
ou`, pour ρ = 1, . . . , r, uρ est une application line´aire non nulle de ∧
ρV dans ∧ρW et ou`
λ1, . . . , λr−1 sont des scalaires. Les conditions
- u1 est un isomorphisme,
- λ1, . . . , λr−1 sont inversibles,




2 · · ·λρ−1uρ pour ρ = 2, . . . , r,
de´finissent un sous-sche´ma localement ferme´ Ω◦(V,W ) de ce sche´ma affine et la
projection (u1;λ1, . . . , λr−1) identifie Ω





Ω(V,W ) ⊂ H(V,W )
l’adhe´rence sche´matique de Ω◦(V,W ) dans H(V,W ).
Le sche´ma Ar−1k est naturellement muni d’un diviseur a` croisements normaux, re´union
de r−1 diviseurs lisses, a` savoir les diviseurs {λρ = 0} pour ρ = 1, . . . , r−1. Ce diviseur a`
croisement normaux de´finit de la manie`re habituelle une stratification localement ferme´e
de Ar−1k , indexe´e par les parties R de [r − 1] = {1, . . . , r − 1} et de R-ie`me strate




Par construction, on dispose d’un morphisme
(λ1, . . . , λr−1) : Ω(V,W )→ A
r−1
k .
et on peut relever a` Ω(V,W ) le diviseur et la stratification de Ar−1k que l’on vient
d’introduire. En particulier, pour tout sous-ensemble R ⊂ [r − 1], on notera
ΩR(V,W ) ⊂ Ω(V,W )
l’image re´ciproque par ce morphisme de la strate localement ferme´e Ar−1k,R ⊂ A
r−1
k . On
ve´rifie que Ω∅(V,W ) = Ω
◦(V,W ).
PROPOSITION. — Pour chaque R = {r1, r2, . . . , rs−1} ⊂ [r−1] ou` 0 = r0 < r1 < r2 <
· · · < rs−1 < rs = r, ΩR(V,W ) est isomorphe au sche´ma des uplets
(V •,W•, (vσ)σ=1,...,s−1; (λρ)ρ∈[r−1]−R)
ou` :
- les λρ sont des scalaires inversibles,
- V • = (V = V 0 ) V 1 ) · · · ) V s = (0)) est une filtration de´croissante par des
sous-espaces vectoriels de codimensions 0 = r0, r1, . . . , rs = r,
- W• = ((0) = W0 ( W1 ( · · · ( Ws = W ) est une filtration croissante par des
sous-espaces vectoriels de dimensions 0 = r0, r1, . . . , rs = r,
- vσ : V
σ−1/V σ
∼
−→Wσ/Wσ−1 est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
A fortiori, le morphisme (λρ)ρ∈[r−1]−R : ΩR(V,W )→ G
[r−1]−R
m,k est lisse de dimension
relative r2. 
Remarque : L’e´criture R = {r1, r2, . . . , rs−1} ou` 0 = r0 < r1 < r2 < · · · < rs−1 < rs =
r identifie les parties de [r−1] aux de´compositions r = (r1−r0)+(r2−r1)+· · ·+(rs−rs−1)
de r en entiers strictement positifs. 
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COROLLAIRE. — Le morphisme (λ1, . . . , λr−1) est lisse purement de dimension rela-
tive r2 et Ω◦(V,W ) ⊂ Ω(V,W ) est l’ouvert comple´mentaire d’un diviseur a` croisements
normaux, re´union des r − 1 diviseurs lisses {λρ = 0} pour ρ = 1, . . . , r − 1.
Le tore Gr−1m,k = {(µ1, . . . , µr−1)} agit librement sur Ω(V,W ) par
u1 7→ u1, u2 7→ µ
−1
1 u2, u3 7→ µ
−2




2 · · ·µr−1ur,
et
λ1 7→ µ1λ1, λ2 7→ µ2λ2, . . . , λr−1 7→ µr−1λr−1,
et le quotient
Ho˜m(V,W ) := Ω(V,W )/Gr−1m,k
est un sche´ma quasi-projectif et lisse, qui contient comme ouvert dense Isom(V,W )
avec pour ferme´ comple´mentaire une re´union de r − 1 diviseurs lisses a` croisements
normaux. C’est par de´finition le sche´ma des homomorphismes complets de V dans W .
Par construction, on a un morphisme repre´sentable, lisse et purement de dimension
relative r2, de champs alge´briques
Ho˜m(V,W )→ [Ar−1k /G
r−1
m,k ],
et le diviseur a` croisements normaux ci-dessus est l’image re´ciproque par ce morphisme
du diviseur a` croisements normaux e´vident sur le champ alge´brique [Ar−1k /G
r−1
m,k ].
Si V =W = kr on notera encore g˜lr,k le k-sche´ma Ho˜m(k
r, kr) des endomorphismes
complets de kr. La strate ouverte de g˜lr,k est bien entendu GLr,k.
Remarques : (i) Le morphisme
u1 : Ho˜m(V,W )→ Hom(V,W )− {0}
peut aussi eˆtre obtenu comme le compose´
Ho˜m(V,W ) = Hr−1 → · · · → H1 → H0 = Hom(V,W )− {0}
ou` H1 → H0 est l’e´clatement de H0 le long du ferme´ des homomorphismes de rang 1 et
ou`, pour ρ = 2, . . . , r − 1, Hρ → Hρ−1 est l’e´clatement de Hρ−1 le long du transforme´
strict du ferme´ de H0 forme´ des homomorphismes de rang ≤ ρ.
(ii) Le groupe multiplicatif agit par homothe´tie sur les homomorphismes com-
plets. Le quotient g˜lr,k /Gm,k est un sche´ma projectif, isomorphe a` la compactification
de De Concini et Procesi de PGLr,k. 
Pour tout k-sche´ma U , la cate´gorie [Ar−1k /G
r−1
m,k ](U) a pour objets les uplets
((L1, λ1), . . . , (Lr−1, λr−1))
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ou` L1, . . . ,Lr−1 sont des OU -Modules inversibles et ou` λ1, . . . , λr−1 sont des sections
globales de ces fibre´s en droites. On peut donc voir un U -homomorphisme complet de
V dans W , c’est-a`-dire un U -point de Ho˜m(V,W ), comme un uplet
u = (u1, . . . , ur; (L1, λ1), . . . , (Lr−1, λr−1))











2 ⊗ · · · ⊗ Lρ−1 →
ρ∧
W
est un homomorphisme partout non nul de OU -Modules pour ρ = 1, . . . , r. Un
homomorphisme complet u est donc bien un homomorphisme u1 comple´te´ par des
donne´es supple´mentaires et peut eˆtre note´ commode´ment u : V ⇒ W .
Soient maintenant S un k-sche´ma et V, W deux OS-modules localement libres de
rang constant r. Si U est un S-sche´ma, on peut conside´rer plus ge´ne´ralement les uplets
u = (u1, . . . , ur; (L1, λ1), . . . , (Lr−1, λr−1))











2 ⊗ · · · ⊗ Lρ−1 →
ρ∧
WU ,
est un homomorphisme partout non nul de OU -Modules pour ρ = 1, . . . , r. (On a note´
VU et WU les restrictions de V et W a` U .) On dira alors qu’un tel uplet est un U -
homomorphisme complet de V dans W, et on utilisera la notation u : V ⇒ W, si,
pour toutes trivialisations locales V ∼= V ⊗k OS et W ∼= W ⊗k OS , ce uplet est un
U -homomorphisme complet de V dans W .
On de´finit ainsi un S-sche´ma Ho˜m(V,W), muni d’un morphisme repre´sentable, lisse
et purement de dimension relative r2, de champs alge´briques





Le S-sche´ma quasi-projectif Ho˜m(V,W) contient le S-sche´ma Isom(V,W) comme un
ouvert dense, et le ferme´ comple´mentaire est un diviseur a` croisement normaux relatifs
sur S, re´union de r − 1 diviseurs lisses.
3.2. Chtoucas ite´re´s








et de deux morphismes ∞ : U → X et o : U → X, ou` E est un fibre´ vectoriel
de rang r sur U ×X, j est une modification e´le´mentaire supe´rieure de E le long
du graphe de ∞ et j′ est une modification e´le´mentaire infe´rieure de E′ le long du
graphe de o,
- de OU -Modules inversibles L1, . . . ,Lr−1 munis de sections globales λ1, . . . , λr−1,










de telle sorte que le uplet










soit un homomorphisme complet.
En faisant varier U , on de´finit de manie`re e´vidente le champ Cr des pre´-chtoucas
ite´re´s de rang r. Il n’est pas difficile de ve´rifier que c’est un champ alge´brique (au sens
d’Artin), localement de type fini, muni d’un morphisme de champs
((∞, o), ((L1, λ1), . . . , (Lr−1, λr−1))) : C
r → X ×X × [Ar−1/Gr−1m ].
En particulier, pour tout R ⊂ [r−1], on dispose de la strate localement ferme´e CrR ⊂ C
r
image re´ciproque de la strate [Ar−1R /G
r−1
m ] ⊂ [A
r−1/Gr−1m ].
D’apre`s la proposition du paragraphe 3.1, si R = {r1, . . . , rs−1} ou` 0 = r0 <
r1 < · · · < rs−1 < rs = r, la donne´e d’un U -point de C
r
R au-dessus d’un U -point











et deux morphismes ∞ : U → X et o : U → X , ou` E est un fibre´ vectoriel de rang
r sur U ×X , j est une modification e´le´mentaire supe´rieure de E le long du graphe
de ∞ et j′ est une modification e´le´mentaire infe´rieure de E′ le long du graphe de
o,
- une filtration de´croissante
τE = F0 ) F1 ) · · · ) Fs−1 ) Fs = (0)
de τE par des sous-OU×X -Modules localement facteurs directs, de corangs 0 =
r0, r1, . . . , rs−1, rs = r,
- une filtration croissante
(0) = E′′0 ( E
′′







de E′′ par des sous-OU×X -Modules localement facteurs directs, de rangs 0 =
r0, r1, . . . , rs−1, rs = r,

















, σ = 1, . . . , s.
Pour un tel U -point notons
E′σ = j
′(E′′σ) ⊂ E
′, Eσ = j
−1(E′σ) ⊂ E, ∀σ = 0, 1, . . . , s− 1, et E
′
s = E
′, Es = E,




1 et Gσ = Eσ/Eσ−1, G
′
σ = F
σ−1 ∩ τEσ, ∀σ = 2, . . . , s.
On dispose de l’homomorphisme G1 →֒ G
′














































est induite par j′, de l’homomorphisme




















On a donc des diagrammes



































pour σ = 2, . . . , s.
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LEMME. — Pour tout ρ = 1, . . . , r, notons u◦ρ la restriction de uρ a` l’ouvert de U ×X
comple´mentaire des graphes des morphismes ∞ et o, et identifions les restrictions de E
et E′′ a` cet ouvert a` l’aide de j′−1 ◦ j. Avec ces notations les deux conditions ci-dessous
sont e´quivalentes :
(a) il n’existe aucun point ge´ome´trique de U tel que la fibre en ce point d’un des
u◦ρ soit nilpotente.
(a’) pour tout σ = 1, . . . , s− 1, on a (τj)(Fσ) ∩ τE′σ = (0) dans
τE′.
De plus, si ces conditions e´quivalentes sont ve´rifie´es, le plus grand ouvert de U ×X
ou` toutes les fle`ches des diagrammes G˜σ ci-dessus sont des isomorphismes rencontre
chaque fibre de la projection canonique U ×X → U suivant un ouvert dense.
La condition (a) a e´te´ introduite par Drinfeld en rang r = 2.
Suivant Lafforgue conside´rons les conditions supple´mentaires suivantes :
(b) E′/E′σ est un OU×S -Module localement libre pour σ = 0, 1, . . . , s− 1,
(c) pour tout σ = 1, . . . , s, l’homomorphisme compose´ E′′σ
j′
−֒−→E′ ։ E′/j(E) est
surjectif,
(d) pour tout σ = 1, . . . , s− 1, on a Fσ−1 + τEσ =
τE,









est un isomorphisme. On peut donc re´crire les diagrammes G˜σ, σ =






















LEMME. — (i) Sous les conditions (a), (b), (c) et (d) le diagramme G˜1 est un chtouca
a` droite de rang r1 et de poˆle ∞, les diagrammes G˜2, . . . , G˜s sont des chtoucas a` gauche,
le ze´ro de G˜σ est le poˆle de G˜σ+1 pour σ = 1, . . . , s− 1 et le ze´ro de G˜s est o.
(ii) Il existe un unique sous-champ ouvert Cht
r
⊂ Cr tel que pour chaque
R = {r1, . . . , rs−1} comme ci-dessus la trace de cet ouvert sur C
r
R soit de´finie par les
conditions (a), (b), (c) et (d).
Le champ Cht
r
est par de´finition le champ des chtoucas ite´re´s de rang r. Il contient
comme ouvert dense le champ des chtoucas Cht r. Tout comme un chtouca ordinaire,
un chtouca ite´re´ admet un degre´, a` savoir le degre´ du fibre´ vectoriel sous-jacent E, et















Pour chaque R = {r1, . . . , rs−1} ⊂ [r − 1] on notera Cht
r
R l’intersection de Cht
r
avec la strate CrR. C’est un sous-champ localement ferme´ de Cht
r
, qui n’est autre que
l’ouvert Chtr pour R = ∅, et Cht
r
est la re´union disjointes des Cht
r
R.






r2−r1Cht · · · ×X
rs−rs−1Cht .
De plus on a un morphisme de Frobenius partiel (au dessus de l’endomorphisme
IdX ×FrobX de X ×X)
Chtr1 ×X
r2−r1Cht · · · ×X
rs−rs−1Cht
→ ChtR := Chtr1 ×X Cht
r2−r1 ×X,FrobX · · · ×X,FrobX Cht
rs−rs−1
qui envoie (G˜1, G˜2, . . . , G˜s) sur
(G˜1,Frobo(G˜2), . . . ,Frobo(G˜s))
qui est lui aussi fini, surjectif et radiciel. Par composition on a donc un morphisme fini,





Le but de ce dernier morphisme est un champ de Deligne-Mumford se´pare´ et lisse
purement de dimension relative
(2r1 − 2) + (2(r2 − r1)− 2) + · · ·+ (2(rs − rs−1)− 2) = 2r − 2s








ChtR,d• := Chtr1,d1 ×X Cht



























(le de´calage −s+ 1 provient des Frobenius partiels).
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3.3. Chtoucas ite´re´s et troncature
Soient d un entier et p : [0, r] → R un parame`tre de troncature. Pour chaque








On de´finit alors des entiers d1, . . . , ds par
d1 = p˜(r1) et dσ = p˜(rσ)− p˜(rσ−1)− 1, ∀σ = 2, . . . , s,





d1, ∀ρ1 = 1, . . . , r1 − 1,
et
pσ(ρσ) = p˜(rσ−1 + ρσ)− p˜(rσ−1)− 1−
ρσ
rσ − rσ−1
dσ, ∀ρσ = 1, . . . , rσ − rσ−1.
A` de´calage et normalisation pre`s, les pσ sont essentiellement les restrictions de p aux













































r1 r2 r3 ρ
On note
ChtR,d;≤p = Chtr1,d1;≤p1 ×X Cht
r2−r1,d2;≤p2 ×X,FrobX · · ·
· · · ×X,FrobX Cht
rs−rs−1,ds;≤p2 ⊂ ChtR .
DE´FINITION. — Un parame`tre de troncature p : [0, r]→ R est dit µ-convexe pour un
nombre re´el µ ≥ 0 si l’on a
(p(ρ)− p(ρ− 1))− (p(ρ+ 1)− p(ρ)) ≥ µ, ∀1 ≤ ρ ≤ r − 1.
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Une proprie´te´ est dite vraie 〈〈pour tout parame`tre de troncature assez convexe 〉〉 s’il
existe un nombre re´el µ ≥ 0 tel que la proprie´te´ soit vraie pour tout parame`tre de
troncature qui est µ-convexe.
On remarquera que les parame`tres de troncature pσ de´finis ci-dessus sont automa-
tiquement (µ− 2)-convexes de`s que p est µ-convexe.
THE´ORE`ME. — Pour tout entier d et tout parame`tre de troncature p : [0, r]→ R qui





de la composante d-ie`me du champ des chtoucas ite´re´s ayant les proprie´te´s suivantes :






est l’image re´ciproque par
le morphisme fini, surjectif et radiciel Cht
r
R → Cht
R de l’ouvert ChtR,d;≤p ;






→ X × X est
propre (et donc se´pare´ et de type fini) ;
- si l’on suppose de plus que p est assez convexe relativement au genre de la courbe
X, le morphisme de champs (∞, o) ci-dessus est lisse purement de dimension
relative 2r − 2 et le ferme´ comple´mentaire dans Cht
r,d;≤p
de la strate ouverte
Chtr,d;≤p = Cht
r,d;≤p
∅ est un diviseur a` croisements normaux relatif sur X ×X,
qui est re´union de r−1 diviseurs lisses et dont la stratification canonique est celle
par les Cht
r,d;≤p






















3.4. Structures de niveau sur les chtoucas ite´re´s
Dans cet expose´ nous nous limiterons au cas ou` N est re´duit et supporte´ par un point
ferme´ de X rationnel sur le corps fini de base Fq. On suppose donc N ∼= Spec(Fq) et on


















est donc un homomorphisme complet de τE dans E′′. Si le poˆle et le ze´ro de ce chtouca
ite´re´ ne rencontrent pas N , les restrictions










des fle`ches j et j′ sont des isomorphismes de OU -Modules localement libres de rang r
et la restriction










est un homomorphisme complet. Le morphisme de restriction a` N
Chtr ×X2(X −N)
2 → TrrN









N est le champ qui associe au sche´ma U la cate´gorie des uplets
(F, u1, . . . , ur; (L1, λ1), . . . , (Lr−1, λr−1))
forme´s d’un fibre´ F de rang r sur N , de fibre´s en droites L1, . . . ,Lr−1 sur U munis de
sections globales λ1, . . . , λr−1 et d’un homomorphisme complet










L’ouvert TrrN de Tr
r
N est l’image re´ciproque par le morphisme








m ] ⊂ [A
r−1/Gr−1m ].








de composante le morphisme pre´ce´dant et la projection canonique.
Pour tout entier d et tout parame`tre de troncature p : [0, r] → R assez convexe par
















N est le produit fibre´
Tr
r









r−1/Gr−1m ] est induit par le morphisme canonique
g˜lr → [A
r−1/Gr−1m ] et ou` 〈q − 1〉 est l’endomorphisme de [A
r−1/Gr−1m ] induit par
l’e´le´vation a` la puissance q − 1 des coordonne´es.
Lafforgue de´finit alors le champ Cht
r,d;≤p
N de chtoucas ite´re´s avec structure de niveau





















r−1/Gr−1m ] = Tr
r
N
est induite par un morphisme projectif e´quivariant L : g˜l
τ
r → g˜lr qui prolonge l’isoge´nie
de Lang L : GLr → GLr.
Par construction, le sche´ma g˜l
τ
r est muni d’un morphisme lisse vers un 〈〈champ
torique 〉〉 (voir la sous-section suivante) Tr,τ , qui rele`ve le morphisme g˜lr → [A
r−1/Gr−1m ].




r,τ ×[Ar−1/Gr−1m ],〈q−1〉 [A
r−1/Gr−1m ]
et il re´sulte du the´ore`me ci-dessus que Cht
r,d;≤p
N est lisse sur le champ(




En particulier, comme on sait re´soudre les singularite´s d’un champ torique en raffinant
l’e´ventail qui le de´finit, on sait aussi re´soudre les singularite´s du champ Cht
r,d;≤p
N .
La section suivante est consacre´ a` la construction de g˜l
τ
r .
4. COMPACTIFICATION DU CLASSIFIANT DE PGLr
4.1. Champ des pavages
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Pour compactifier l’isoge´nie de Lang pour GLr Lafforgue est amene´ a` construire une
famille de champs toriques (Tr,n)n≥0 qu’il appelle les champs des pavages.
Une varie´te´ torique est un triplet forme´ d’un tore T , d’une immersion ouverte T →֒ T
d’image dense de T dans un sche´ma de type fini normal T , et d’une action de T sur
T qui prolonge l’action de T sur lui-meˆme par translation. Une telle varie´te´ torique est
associe´e a` un e´ventail. Rappelons tout d’abord rapidement cette construction.
Soient Y un Z-module libre de rang fini et YR = R⊗Z Y . Un coˆne convexe polye´dral
rationnel est une partie localement ferme´e σ de Y de la forme
σ = R>0 y1 + · · ·+ R>0 yn ⊂ YR
pour des vecteurs y1, . . . , yn ∈ Y ⊂ YR. L’adhe´rence σ de σ est le coˆne convexe ferme´
σ = R≥0 y1 + · · ·+ R≥0 yn ⊂ YR.
On de´finit les faces de σ comme les coˆnes convexes polye´draux rationnels τ de la forme
τ = H ∩ σ pour un hyperplan H de YR ne rencontrant pas σ. Un e´ventail est une
famille finie E de coˆnes convexes polye´draux rationnels deux a` deux disjoints, appele´s
les cellules de E et ayant les proprie´te´s suivantes :
- toute face d’une cellule de E est encore une cellule de E,
- tout couple (σ1, σ2) de cellules de E admet une face commune τ ∈ E telle que
σ1 ∩ σ2 = τ .
- le coˆne convexe polye´dral rationnel {0} est une cellule de E.
Si σ = R>0 y1 + · · · + R>0 yn ⊂ YR est un coˆne convexe polye´dral rationnel ne
contenant aucune droite vectorielle de YR, la collection forme´e de σ et de toutes ses
faces est un e´ventail. On associe a` cet e´ventail particulier la varie´te´ torique affine
T = Y ⊗Z Gm = Spec(Fq[Y
∨]) →֒ T (σ) = Spec(Fq[Y
∨ ∩ σ∨])
ou` Y ∨ := HomZ(Y,Z) et
σ∨ = {y∨ : YR → R | y
∨(y1), . . . , y
∨(yn) ≥ 0} ⊂ Y
∨
R
est le coˆne ferme´ dual de σ. On ve´rifie que Y ∨ ∩ σ∨ est un mono¨ıde a` engendrement
fini, sature´ et contenant un syste`me de ge´ne´rateurs du groupe Y ∨. L’exemple type est
bien entendu le plongement torique affine standard Gr−1m →֒ A
r−1 qui est obtenu par la
construction ci-dessus pour Y = Zr−1 et σ = (R>0)
r−1 ⊂ Rr−1 = YR.
Si τ est une face de σ, on a σ∨ ⊂ τ∨ et l’immersion ouverte T →֒ T (σ) se factorise
par l’immersion ouverte T →֒ T (τ) en
T →֒ T (τ) →֒ T (σ).
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En particulier, si σ1 et σ2 sont deux cellules de E et si τ = σ1 ∩ σ2, on a une donne´e de
recollement
T (σ1) ←֓ T (τ) →֒ T (σ2)
pour les varie´te´s toriques affines T →֒ T (σ1) et T →֒ T (σ2).
Le varie´te´ torique T →֒ T associe´e a` l’e´ventail E est obtenue en recollant les varie´te´s
toriques affines T →֒ T (σ) pour σ ∈ E a` l’aide des donne´es de recollements ci-dessus.
Les orbites pour l’action de T sur T sont en nombre fini et forment une stratification
en parties localement ferme´es de T . On peut indexer ces orbites par les cellules de E :
l’orbite Tσ est contenue dans la carte affine T (σ) et est en fait l’unique orbite ferme´e
pour l’action de T sur cette varie´te´ torique affine. L’orbite T σ est dans l’adhe´rence de
l’orbite T τ si et seulement si τ est une face de σ. En particulier, T {0} = T est l’unique
orbite ouverte dans T . Chaque orbite T σ a par construction un point marque´ tσ.
Le champ torique associe´ a` l’e´ventail E est le champ alge´brique quotient
T = [T/T ].
Ce champ alge´brique, qui est normal, de type fini et de dimension 0, n’a qu’un nombre
fini de points, a` savoir les points de´finis par les tσ ∈ T . La gerbe re´siduelle d’un tel point
est le classifiant du fixateur de tσ dans T .
Soient maintenant k un corps et n un entier ≥ 0. Conside´rons l’espace affine
Rr,n = {x = (x0, . . . , xn) ∈ R
n+1 | x0 + x1 + · · · + xn = r} et son re´seau
Zr,n = {x = (x0, . . . , xn) ∈ Z
n+1 | x0 + x1 + · · ·+ xn = r}. On a le simplexe
Sr,nR = {x = (x0, . . . , xn) ∈ (R≥0)
n+1 | x0 + x1 + · · ·+ xn = r} ⊂ R
r,n
et l’ensemble de ses points entiers
Sr,n = Zr,n ∩ Sr,nR .
On appelle pave´ entier toute partie P de Sr,nR d’inte´rieur P
◦ non vide et de la forme
P = {x ∈ Rr,n |
∑
j∈J
xj ≥ dJ , ∀J}
pour (dJ) une famille d’entiers indexe´s par les parties J de {0, 1, . . . , n} qui est convexe
au sens ou`
d∅ = 0, d{0,1,...,n} = r et dJ ′ + dJ ′′ ≤ dJ ′∪J ′′ + dJ ′∩J ′′ , ∀J
′, J ′′.






et que P ◦1 ∩ P
◦
2 = ∅ pour tous P1 6= P2 dans P.
Une application Sr,n → R est dite affine si elle est la restriction d’une application
affine Rr,n → R. Soient Y r,nR le R-espace vectoriel quotient de R
Sr,n = {Sr,n → R}






Pour tout pavage entier P de Sr,nR , notons σP ⊂ YR l’ensemble des classes y
de fonctions Sr,n → R qui, pour chaque pave´ P ∈ P, admettent un repre´sentant
yP : S
r,n → R a` valeurs positives tel que
P = {x ∈ Sr,nR | yP (x) = 0}.
Le pavage entier P est dit admissible si σP est non vide.
LEMME (Lafforgue). — Pour chaque pavage entier admissible P de Sr,nR , σP est un
coˆne convexe polye´dral rationnel dans YR. De plus, σQ est une face de σP si et seulement
le pavage entier admissible Q est plus grossier que P.
La famille des σP, pour P parcourant l’ensemble des pavages entiers admissibles de
Sr,nR , est un e´ventail.




associe´ a` cet e´ventail. On ve´rifie que l’on a une suite exacte
1→ Gm,k → G
n+1




ou` la deuxie`me fle`che envoie z sur (z, . . . , z; zr) et la troisie`me est donne´e par








Par construction, le k-sche´ma T
r,n
est normal de type fini et l’action de T r,n sur
T
r,n
n’a qu’un nombre fini d’orbites. Ces orbites sont indexe´es par les pavages entiers
admissibles de Sr,n et chacune a un point marque´ tP. Le champ des pavages T
r,n est
donc alge´brique normal de type fini et n’a qu’un nombre fini de points de´finis par les
points tP. Le point de´fini par tP est dans l’adhe´rence du point de´fini par tQ si le pavage
entier admissible P raffine le pavage entier admissible Q. Le point ouvert correspond
au pavage le plus grossier, c’est-a`-dire au pavage trivial (un seul pave´).
Exemples : (i) Pour n = 0, Sr,nR = S
r,n = {0} et le champ des pavages est simplement
Spec(k). Pour n = 1 on peut identifier Sr,nR a` l’intervalle [0, r] ⊂ R et les pave´s entiers
sont pre´cise´ment les intervalles [i, j] ou` i < j sont des entiers compris entre 0 et r. Un
pavage entier est donc une de´composition
[0, r] = [0, r1] ∪ [r1, r1 + r2] ∪ · · · ∪ [r1 + · · ·+ rs−1, r1 + · · ·+ rs−1 + rs]
de l’intervalle [0, r] ou` r1+ · · ·+rs = r est une de´composition de r en entiers strictement




(ii) Pour n = 2 on peut identifier Sr,nR a` un triangle e´quilate´ral dans R
2 dont les
trois coˆte´s sont de longueur r. On nume´rote les sommets s0 = s3, s1, s2 de ce triangle et,
pour i = 0, 1, 2, on de´signe par xi la distance au sommet si d’un point du coˆte´ sisi+1.
Par tout point de Sr,nR passent trois droites D12, D20 et D01 paralle`les aux coˆte´s du
triangle s1s2, s2s0 et s0s1, et on peut repe´rer un tel point par les coordonne´es x0, x1 et
x2 des intersections D12 ∩ s0s1, D20 ∩ s1s2 et D01 ∩ s2s0. Par de´finition, S
r,n ⊂ Sr,nR est
forme´ des points a` coordonne´es (x0, x1, x2) entie`res.
Appelons droite entie`re toute droite qui est paralle`le a` l’un des trois coˆte´ du triangle
Sr,nR et qui passe par un point de S
r,n ; appelons segment entier tout segment d’une
droite entie`re dont les deux extre´mite´s sont des points de Sr,n.
Si l’on trace toutes les droites entie`res, on obtient un pavage constitue´ de petits
triangles e´quilate´raux de coˆte´s de longueur 1 qui est entier admissible. Il est plus fin que
tout autre pavage entier : tout pave´ entier est une re´union d’une famille de ces petits
triangles e´quilate´raux et est un hexagone, e´ventuellement de´ge´ne´re´, dont les coˆte´s sont
des segments entiers. La varie´te´ torique T r,n →֒ T
r,n
est donc affine (Cette dernie`re
proprie´te´ n’est plus satisfaite de`s que n ≥ 3).
Des deux pavages entiers ci-dessous, seul celui de gauche (qui joue un roˆle dans la



























































(iii) Si r = 2, le champ torique Tr,n est lisse, mais ce n’est plus le cas de`s que
n ≥ 2 et r ≥ 3 
Pour chaque entier 0 ≤ m < n et chaque application injective {0, 1, . . . , m} →֒
{0, 1, . . . , n}, on a une identification induite de Sr,mR a` une face de S
r,n
R et tout pavage
entier admissible de Sr,nR induit par restriction un pavage entier admissible de S
r,m
R .




et Tr,n → Tr,m.
4.2. Compactifications des PGLn+1r /PGLr
Conside´rons un espace vectoriel V de dimension r sur un corps k, que l’on verra
aussi comme un k-sche´ma affine isomorphe a` Ark, et notons G = GL(V ) le k-sche´ma des
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automorphismes line´aires de V . Le k-sche´ma en groupes Gn+1 agit de manie`re e´vidente
sur V n+1 et donc sur
∧r
V n+1.
On peut de´composer la repre´sentation
∧r









V ⊗ · · · ⊗
in∧
V
ou` Sr,n est l’ensemble des points entiers du simplexe introduit dans la sous-section





(t = (ti)i∈Sr,n , x = ⊕i∈Sr,nxi) 7→ ⊕i∈Sr,n tixi,
et cette action commute a` celle de Gn+1. On en de´duit une action du k-sche´ma en
groupes produit Gn+1×GS
r,n
m,k sur l’espace projectif P(
∧r
V n+1) des droites de
∧r
V n+1.


















L’homomorphisme ainsi de´fini n’est pas injectif (il admet pour noyau Gm,k plonge´ par
z 7→ (z IdV ; z, . . . , z, z





le quotient de Gn+1 ×GS
r,n
m,k par l’image de cet homomorphisme.





et de´finit un point ω ∈ P(
∧r
V n+1) dont le fixateur est pre´cise´ment l’image de
G × Gn+1m,k × Gm,k dans G
n+1 × GS
r,n











, (g, t) 7→ (g, t) · ω.




















V n+1 dont la projection sur chaque facteur direct
∧i0 V ⊗ ∧i1 V ⊗
· · · ⊗
∧in V n’est pas nulle.
873-31































m,k ×Gm,k) = T
r,n
et de l’immersion ouverte
T r,n →֒ T
r,n
,


































le quotient de Ωn(V ) par l’action libre du tore GS
r,n









































qui est e´quivariante relativement au morphisme de tores GS
r,n
m,k /Gm,k ։ T
r,n, est lisse








/T r,n] = Tr,n
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est lisse purement de dimension relative n(r2 − 1).
Plus ge´ne´ralement, pour tout entier 0 ≤ m < n et toute application injective
{0, 1, . . . , m} →֒ {0, 1, . . . , n}, l’inclusion Sr,m →֒ Sr,n et la projection Gn+1 ։ Gm+1





de cet e´pimorphisme et un morphisme de sche´mas Ωn(V ) →
Ωm(V ) dit de face au-dessus de ce morphisme torique, et les morphismes












(V ) est donc une compactification projective et toro¨ıdale de G
n+1
/G
ou` on a note´ G = PGL(V ). Les Ω
n
(V ) et les morphismes de face Ω
n
(V ) → Ω
m
(V )
sont sous-jacents a` un k-sche´ma simplicial Ω•(V ) qui contient comme ouvert dense le
k-sche´ma simplicial classifiant B(G) = G
•+1
/G.
Remarques : (i) Pour n = 0, Ωn(V ) n’est autre que Spec(k). Pour n = 1, le carre´
commutatif
(GL(V )2 ×k G
r+1












ou` les deux fle`ches horizontales






















sont des isomorphismes, se prolonge en un carre´ commutatif
Ω1(V )
∼




ou`, de nouveau, les deux fle`ches horizontales sont des isomorphismes. (La premie`re
fle`che verticale est celle du the´ore`me ci-dessus et la seconde Ω(V, V ) → Ar−1k a e´te´
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construite dans la section 3.) En particulier, on peut identifier le k-sche´ma E˜nd(V ) des
endomorphismes complets de V a` un quotient de Ω1(V ) par un tore Grm,k et, en divisant






qui e´change les projections
Ω
1





Le k-sche´ma projectif Ω
1
(V ) est donc la compactification de De Concini et Procesi de
PGL(V ).
(ii) Le morphisme Ω
n
(V ) → (Ω
1
(V ))n+1 produit des morphismes induits par
les applications injectives {0, 1} →֒ {0, 1, . . . , n} donne´es par {0, 1} 7→ {0, 1}, {0, 1} 7→
{1, 2}, . . . , {0, 1} 7→ {n, 0}, envoie G
n+1







(V ) re´alise une 〈〈compactification 〉〉 du morphisme de
multiplication de n e´le´ments dans G. 
Rappelons que le k-sche´ma T
r,n
est stratifie´ par les orbites de T r,n et que ces orbites
sont indexe´es par les pavages entiers admissibles P de Sr,nR et posse`dent chacune un
point marque´ tP ∈ T
r,n
. L’image re´ciproque par la projection Ωn(V ) → T
r,n
de cette
stratification est e´videmment une stratification de Ωn(V ) par des parties localement
ferme´es ΩnP(V ), indexe´es elles aussi par les pavages entiers admissibles P de S
r,n
R .
L’inclusion dans la strate ΩnP(V ) de la fibre Ω
n(V )tP de Ω
n(V )→ T
r,n
en tP induit un
isomorphisme de sche´mas









m,k )tP est le stabilisateur de tP dans G
Sr,n
m,k .
En particulier, si P est le pavage trivial, Ωn(V )tP = G





m,k ×Gm,k) de Ω
n(V ).
Lafforgue appelle k-sche´ma des graphes recolle´s dans V n+1 associe´ a` un pavage entier
admissible P de Sr,nR , et note Gr
n
P(V ), le sche´ma de modules des familles (WP )P∈P de
sous-espaces de dimension r dans V n+1 indexe´s par les pave´s P de P telles que :
- pour tout pave´ P ∈ P et tout J ⊂ {0, 1, . . . , n}, on a
dim(WP ∩ V






- pour tous pave´s P ′, P ′′ ∈ P ayant en commun un bord d’e´quation
∑
j∈J xj = dJ













i−1J (WP ′) = prJ (WP ′′) et prJc(WP ′) = i
−1
Jc (WP ′′)
ou` Jc est le comple´mentaire de J dans {0, 1, . . . , n} et iJ : V
J →֒ V n+1,
iJc : V
Jc →֒ V n+1 et prJ : V
n+1




sont les inclusions et
projections canoniques.
THE´ORE`ME. — Pour chaque pavage entier admissible P de Sr,nR , les coordonne´es de
Plu¨cker induisent un isomorphisme du k-sche´ma des graphes recolle´s GrnP(V ) sur la
fibre Ωn(V )tP .
4.3. Compactification de l’isoge´nie de Lang
Le corps de base est de nouveau Fq. On notera encore simplement τ l’endomorphisme
de Frobenius d’un sche´ma.





= {Sr,2 → R} par le sous-espace des applications affines et que l’on a note´
T r,2 →֒ T
r,2
la varie´te´ torique correspondante.
Conside´rons maintenant le sous-espace de RS
r,2
forme´ des applications
y : Sr,2 = {(i0, i1, i2) ∈ N
3 | i0 + i1 + i2 = r} → R
telles que
y(0, i1, i2) = qy(i1, 0, i2), ∀(0, i1, i2) ∈ S
r,2,
et son image Y r,τR dans Y
r,2
R . On remarquera que la donne´e d’une telle application y
e´quivaut a` la donne´e de sa restriction a`
Sr,τ = {(i0, i1, i2) ∈ N
3 | i0 + i1 + i2 = r et i0 6= 0} ⊂ S
r,2
Appelons pavage entier q-admissible tout pavage P de Sr,2R tel que le coˆne convexe
polye´dral rationnel σP ⊂ Y
r,2
R rencontre le sous-espace Y
r,τ
R . La famille des intersections
στP := σP ∩ Y
r,τ
R pour P parcourant l’ensemble des pavages entiers q-admissibles est un
e´ventail dans Y r,τR et de´finit donc une varie´te´ torique normale
T r,τ →֒ T
r,τ
.
De la meˆme fac¸on que l’on a une suite exacte




on a une suite exacte











qui envoie (ti)i∈Sr,τ sur (ti)i∈Sr,2 , ou` t(0,i1,i2) = t
q
(i1,0,i2)
si i1 6= 0 et t(0,0,r) = 1, induit






On identifiera dans la suite T
r,τ
a` l’image de cette immersion ferme´e.
On a vu que les trois applications strictement croissantes {0, 1} →֒ {0, 1, 2}, (0, 1) 7→





morphismes de face π0, π1, π2 : Ω
r,2 → Ωr,1 au-dessus de ceux-ci. Par construction, la
relation
p0 = τ ◦ p1



















stabilise ce ferme´. On notera πτ1 , π
τ
2 les
restrictions des morphismes π1, π2 a` Ω







de p1, p2 et sont G
Sr,τ
m -e´quivariantes.




m -e´quivariante et lisse
purement de dimension relative r2.
La stratification par les T r,τ -orbites de T
r,τ
induit par image re´ciproque une stratifi-
cation de Ωr,τ dont les strates Ωr,τP sont indexe´es par les pavages entiers q-admissibles.
Un tel pavage P induit des pavages entiers convexes admissibles Q0 = Q1 et Q2 sur les
coˆte´s {x0 = 0}, {x1 = 0} et {x2 = 0} de S
r,2
R identifie´s a` S
r,1
R et on a des morphismes de





pour i = 0, 1, 2. Ces strates et ces morphismes de face admettent
des descriptions en termes des sche´mas de graphes recolle´s Grr,2P et Gr
r,1
Q .
En particulier, pour le pavage trivial, on ve´rifie que la strate ouverte Ωr,τP est
isomorphe au ferme´











ou` le quotient est pris pour le plongement (g, u) 7→ ((u−1g, u−qg, g), (ui0+qi1)i∈Sr,τ ). On




par le morphisme ((g0, g1, g2), t) 7→ (g2g
−1
0 , t). Si l’on identifie Ω
r,1 a` GLr ×(G
Sr,1
m /Gm)
par le morphisme ((g0, g1), t) 7→ (g1g
−1






Q = Q0 = Q1 = Q2 est le pavage trivial de S
r,1
R , sont induites par les morphismes
GLr → GLr qui envoient g sur g et sur τ(g)





m qui envoient t sur (t(i0,0,i1))i∈Sr,1 (avec t(0,0,r) = 1) et sur (t(i0,i1,0))i∈Sr,1
(avec t(0,r,0) = t
q
r,0,0) respectivement.









THE´ORE`ME. — Le quotient g˜l
τ
r de Ω
r,τ par l’action libre du tore GS
r,τ,◦
m contient GLr
comme un ouvert dense. Il est lisse sur le champ torique Tr,τ = [T
r,τ
/T r,τ ] et il est
muni de deux morphismes projectifs sur le sche´ma des homomorphismes complets g˜lr














ou` L : g → τ(g)−1g est l’isoge´nie de Lang.
Remarque : En passant au quotient par l’action libre du tore Gr,τm tout entier, on
obtient un sche´ma projectif Ω
r,τ
, muni d’un morphisme vers la compactification de De
Concini et Procesi de PGLr qui prolonge l’isoge´nie de Lang g 7→ τ(g)
−1g de ce sche´ma
en groupes. 
5. ALLURE DES NOMBRES DE LEFSCHETZ
5.1. Correspondances de Hecke et endomorphismes de Frobenius partiels
On fixe dans toute cette section un niveau N = Spec(ON ) →֒ X .
Tout e´le´ment g ∈ GLr(A) de´finit une correspondance dite de Hecke







ou` ChtrN (g) est un champ de Deligne-Mumford et c1, c2 sont des morphismes repre´sen-
tables e´tales. Cette correspondance ne de´pend que de la double classe KNgKN ou` KN
est le sous-groupe d’indice fini Ker(GLr(O) ։ GLr(ON )) de K = GLr(O). Si Sg est
la re´union du support |N | ⊂ |X | de N et de l’ensemble fini des places x de X telles
que gx /∈ F
×




Si a ∈ A×, la double classe F×aKer(O× ։ O×N ) dans F
×\A×/Ker(O× ։ O×N )
est la classe d’isomorphie d’un OX -Module inversible L muni d’une trivialisation de sa
restriction a` N . Si g ∈ aKN ⊂ GLr(A), on a Cht
r
N (g) = Cht
r
N , c1 est l’identite´ et c2
est l’automorphisme de ChtrN qui envoie un chtouca E˜ muni d’une structure de niveau
N sur le produit tensoriel L⊗ E˜ muni de la structure de niveau N e´vidente. On notera
simplement a cet automorphisme.
Soit ΛX le sche´ma intersection de tous les ouverts de X × X comple´mentaires
des images re´ciproques de la diagonales par les endomorphismes FrobnX × IdX et
IdX ×Frob
n
X de X × X pour tous les entiers n ≥ 0. Au-dessus de ΛX , il n’y a





←−−֓ τE dont le couple poˆle-ze´ro (∞, o) se factorise par ΛX ⊂ X ×X de´finit un




−֒−→ τE de poˆle∞′ =∞ et de ze´ro o′ = o, ou` E′′ = E×j,E′,t
τE
et t′, j′ sont les deux projections, et vice versa. Au-dessus de ΛX , les morphismes de
Frobenius partiels introduits en 2.1 peuvent donc eˆtre vus comme des endomorphismes,
dits encore de Frobenius partiels,
Frob∞ et Frobo : ΛX ×X2 Cht
r
N → ΛX ×X2 Cht
r
N
au dessus de FrobX × IdX et IdX ×FrobX respectivement.







Les correspondances de Hecke et les endomorphismes de Frobenius partiels que nous
venons d’introduire passent au quotient par aZ.
Pour tout parame`tre de troncature p : [0, r] → R et tout α ∈ [0, 1], aZ stabilise
l’ouvert Chtr;≤αpN de Cht
r
N et l’ouvert quotient
Chtr;≤αpN /a
Z ⊂ ChtrN /a
Z
est de type fini. Par contre, cet ouvert n’est stabilise´ ni par les endomorphismes de
Frobenius partiels Frob∞, Frobo, ni par les correspondances de Hecke (sauf celles qui
sont associe´es a` des g ∈ A×K). C’est la difficulte´ majeure qu’a duˆ surmonter Lafforgue.
5.2. Nombres de Lefschetz
Si ∞ et o sont deux points ferme´s de X le sous-sche´ma fini ∞ × o ⊂ X × X a
exactement δ(∞, o) points ferme´s, ou` δ(∞, o) est le plus grand commun diviseur de
deg(∞) et deg(o). Le corps re´siduel κ(ξ) de chaque ξ ∈ ∞×o est une extension compose´e





de deg(∞) et deg(o). Pour chaque ξ ∈ ∞× o, les suites de points ferme´s de X ×X ,
n 7→ (FrobnX × IdX)(ξ) et n 7→ (IdX ×Frob
n
X)(ξ)
sont en fait a` valeurs dans ∞ × o et sont pe´riodiques de pe´riodes deg(∞) et deg(o)
respectivement.
Fixons g ∈ GLr(A), deux points ferme´s distincts∞ et o de X −Sg, un entier t, deux
entiers n∞, no ≥ 1 tels que deg(o)no − deg(∞)n∞ = t, un point ferme´ ξ de ∞× o, un
parame`tre de troncature p : [0, r]→ R et un nombre re´el α ∈ [0, 1].
On note ChtrN,ξ /a
Z la fibre en ξ de la projection canonique ChtrN /a
Z → (X −N)2.
C’est un champ alge´brique de Deligne-Mumford lisse purement de dimension relative
2r − 2 sur le corps fini κ(ξ). On note
cξ = (c1,ξ, c2,ξ) : Cht
r
N,ξ(g)/a





la fibre en ξ de la correspondance de Hecke de´finie par g. Les deux composantes c1,ξ et
c2,ξ sont repre´sentables finies e´tales.




o des endomorphismes de Frobenius partiels sont donc de´finies
sur la fibre ChtrN,ξ /a
Z et elles la stabilisent.




























Z ⊂ ChtrN,ξ /a
Z,
et ou` Aut(y) est le groupe fini des automorphismes du point fixe y.
En utilisant
- la description ade´lique de Drinfeld des points de ChtrN,ξ ([Dr 5], [La 1]),
- le cas particulier du 〈〈Lemme Fondamental 〉〉 prouve´ par Drinfeld ([Lau 1]),
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- la de´composition spectrale de Langlands ([Lan 2], [Mo-Wa]) et la formule des
traces d’Arthur-Selberg ([Ar], [La 1]),
- la formule de Cauchy pour calculer les inte´grales qui apparaissent dans la formule
des traces,
Lafforgue de´montre alors :
THE´ORE`ME. — Si deg(∞) et deg(o) sont assez grands en fonction de la double classe
KNgKN et de l’entier t et si p est assez convexe en fonction du niveau N et de la double
classe KNgKN , la moyenne de chacune des deux suites pe´riodiques
k 7→ Lef(Frobk
X







































- Ar(KN ) ⊂ Ar est un syste`me de repre´sentants des classes d’isomorphie de
repre´sentations automorphes cuspidales irre´ductibles de GLr(A) qui admettent au
moins un vecteur non nul fixe sous KN ,
- 1KNgKN est la fonction caracte´ristique de KNgKN ⊂ GLr(A) et Trπ(1KNgKN ) est
la trace de l’ope´rateur π(1KNgKN ),
- pour x =∞, o et ν un entier positif, S
(ν)
x (π) = z1(πx)
ν+· · ·+zr(πx)
ν est la somme
des ν-ie`mes puissances des valeurs propres de Hecke de la composante locale non
ramifie´e πx de π,
- ν 7→ Tr≤αpπ′,π′′(1KNgKN , ν) est une fonction complexe de l’entier ν, qui ne de´pend




pour une famille a` support fini de polynoˆmes Pz(u) ∈ C[u], z ∈ C
×, et qui est




6.1. Repre´sentations de Galois r-ne´gligeables
Rappelons que F est le corps des fonctions rationnelles sur la courbe X et que l’on
a fixe´ une cloˆture se´parable F de F . On de´signera par Fq la cloˆture alge´brique de
Fq dans F . On identifiera le groupe de Galois ΓFq := Gal(Fq/Fq) a` Ẑ en choisissant
pour ge´ne´rateur topologique de ΓFq l’e´le´ment de Frobenius ge´ome´trique (l’inverse de
l’e´le´vation a` la puissance q-ie`me dans Fq).
NotonsE le corps des fractions de F⊗F , c’est-a`-dire le corps des fonctions rationnelles
sur la surface X × X , et fixons une cloˆture alge´brique E de E et un plongement
F ⊗Fq F →֒ E au dessus du plongement F ⊗ F →֒ E. On a donc de´fini un point
ge´ome´trique δ : Spec(E)→ X×X localise´ en le point ge´ne´rique δ = Spec(E) de X×X
et tel que ses images par les deux projections canoniques de X ×X se factorisent par
le point ge´ome´trique η : Spec(F )→ X localise´ au point ge´ne´rique η de X .
Pour tout ouvert non vide U de X , le groupe fondamental de Grothendieck π1(U, η)
est le quotient de ΓF = Gal(F/F ) qui classifie les extensions finies de F dans F qui sont
non ramifie´es en toutes les places x ∈ |U |. Il admet comme quotient le groupe de Galois
ΓFq = Z˜. De meˆme, pour tout ouvert non vide V de X × X , le groupe fondamental
de Grothendieck π1(V, δ) est un quotient du groupe de Galois Gal(E/E) et admet Z˜
comme quotient.
Soit V un ouvert non vide de X×X de la forme U1×U2 pour des ouverts U1 et U2 de
X . Cet ouvert est stable par les endomorphismes FrobX × IdX et IdX ×FrobX de X×X
et les foncteurs 〈〈 images re´ciproques 〉〉 par ces endomorphismes sont des e´quivalences,
quasi-inverses l’une de l’autre, de la cate´gorie des reveˆtements finis e´tales de V sur elle-
meˆme (le foncteur image re´ciproque par FrobV = FrobU1 ×FrobU2 est canoniquement
isomorphe a` l’identite´). On peut donc conside´rer la cate´gorie des reveˆtements finis e´tales
V ′ de V munis d’un isomorphisme (FrobU1 × IdU2)
∗V ′
∼
−→ V ′ ou, ce qui revient au
meˆme, d’un isomorphisme (IdU1 ×FrobU2)
∗V ′
∼
−→ V ′. Le foncteur fibre en δ identifie
cette cate´gorie a` la cate´gorie des ensembles finis munis de l’action d’un groupe pro-fini
π˜1(U1 × U2, δ) qui s’inse`re dans un diagramme commutatif
1 −→ π1(U1 × U2, δ) −→ π˜1(U1 × U2, δ) −→ Ẑ −→ 0y y ∣∣∣∣
0 −−−−−−→ Ẑ −−−−−−−−−−→ Ẑ2 −−−−−−→ Ẑ → 0
a` lignes exactes et a` fle`ches verticales surjectives. Tout reveˆtement fini e´tale V ′ de
V = U1 × U2 de la forme V
′ = U ′1 × U
′
2 ou` chaque U
′
i est un reveˆtement fini e´tale
de Ui, est canoniquement muni d’un isomorphisme (FrobU1 × IdU2)
∗V ′
∼
−→ V ′. On a
donc un homomorphisme de π˜1(U1 × U2, δ) dans π1(U1, η) × π1(U2, η) qui prolonge
l’homomorphisme π1(U1×U2, δ)→ π1(U1, η)×π1(U2, η) de´fini par les deux projections
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canoniques de U1 × U2, et qui induit l’identite´ entre les quotients Ẑ
2 de sa source et de
son but.
PROPOSITION (Drinfeld). — L’homomorphisme de´fini ci-dessus
π˜1(U1 × U2, δ)→ π1(U1, η)× π1(U2, η),
est un isomorphisme.
On a fixe´ dans la section 1 un nombre premier ℓ distinct de la caracte´ristique de Fq
et une cloˆture alge´brique Qℓ de Qℓ.
Rappelons que, pour tout ouvert non vide U de X (resp. V de X ×X), le foncteur
fibre en η (resp. δ) est une e´quivalence de la cate´gorie des syste`mes locaux ℓ-adiques
(c’est-a`-dire des Qℓ-faisceaux lisses) sur U (resp. V ) sur la cate´gorie des repre´sentations
ℓ-adiques de π1(U, η) (resp. π1(V, δ)). Pour tout syste`me local ℓ-adique L sur U (resp.M
sur V ) et tout point ferme´ x de U (resp. y de V ), la classe de conjugaison dans π1(U, η)
(resp. π1(V, δ)) des e´le´ments de Frobenius ge´ome´triques en x (resp. y) de´finit donc une
classe de conjugaison d’endomorphismes de Lη (resp. Mδ). On note Tr(Frobx, L) (resp.
Tr(Froby,M)) sa trace et det(1−T Frobx, L) (resp. det(1−T Froby,M)) son polynoˆme
caracte´ristique.
Soient U un ouvert non vide de X et M un syste`me local ℓ-adique irre´ductible sur
U × U . On conside`re les proprie´te´s suivantes :
(i) M est de la forme L1 ⊠ L2 pour des syste`mes locaux ℓ-adiques (irre´ductibles) L1
sur L2 sur U et, en particulier, il existe des fonctions ∆1,∆2 : |U×U | → 1+TQℓ[T ]
telles que
det(1− T Frobξ,M) = ∆1(∞) ∗∆2(o)
pour tout ξ ∈ |U × U | de projections ∞, o ∈ |U |, ou` l’ope´ration ∗ est de´finie par
r1∏
i1=1
(1− α1,i1T ) ∗
r2∏
i2=1




(ii) Il existe un isomorphisme (FrobU × IdU )
∗M
∼
−→ M et, en particulier, la fonction
ξ 7→ det(1− T Frobξ,M) est constante sur |∞ × o| pour chaque couple (∞, o) de
points ferme´s de U .
La proprie´te´ (i) implique e´videmment la proprie´te´ (ii) et il devrait re´sulter de la
proposition de Drinfeld que les proprie´te´s (i) et (ii) sont en fait e´quivalentes.
Lafforgue de´montre un re´sultat partiel dans cette direction.
PROPOSITION. — On suppose de plus que M est ponctuellement pur au sens de [De]
et qu’il existe des fonctions ∆1,∆2 : |U × U | → 1 + TQℓ[T ] telles que
det(1− T Frobξ,M) = ∆1(∞) ∗∆2(o)
pour tout ξ ∈ |U × U | dont les projections ∞, o ∈ |U | sont distinctes.
Alors, la proprie´te´ (ii) implique la proprie´te´ (i).
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DE´FINITION. — Si U est un ouvert de X, un syste`me local ℓ-adique sur U ×U est dit
r-ne´gligeable si tous ses sous-quotients irre´ductibles sont de la forme L1 ⊠ L2 ou` L1 et
L2 sont des syste`mes locaux ℓ-adiques (irre´ductibles) de rangs ≤ r − 1 sur U .
Si λ est une unite´ ℓ-adique, on notera par Q
(λ)
ℓ le Qℓ-faisceau sur Spec(Fq) de´fini par
le caracte`re Z→ Q
×
ℓ , 1 7→ λ, du groupe de Galois ΓFq . Si F est un faisceau ℓ-adique sur
un (Fq-)sche´ma S, on notera suivant Deligne F
(λ) le produit tensoriel de F par l’image
re´ciproque sur S de Q
(λ)
ℓ . En particulier, F
(q−1) n’est autre que la torsion a` la Tate F (1)
de F . Rappelons que tout syste`me local ℓ-adique L sur un sche´ma S normal de type fini
peut s’e´crire sous la forme L = M (λ) ou` λ est une unite´ ℓ-adique et M est un syste`me
local ℓ-adique dont le de´terminant (c’est-a`-dire la puissance exte´rieure maximale) est
d’ordre fini.
6.2. La re´currence
Soient N ⊂ X un niveau, p : [0, r] → R un parame`tre de troncature assez convexe
par rapport au genre de la courbe X et a` N , et d un entier. On a vu dans la section 3







lisse purement de dimension relative 2r − 2, dont le compose´ avec la projection sur





est le morphisme poˆle-ze´ro Chtr,d;≤pN → (X −N)
2.
Par construction (cf. 3.4), le champ T˜r
r,τ
N est lisse sur T
r,τ ×[Ar−1/Gr−1m ],〈q−1〉
[Ar−1/Gr−1m ] ou` T














Le morphisme de champs
C˜ht
r,d;≤p
N → (X −N)
2
prolonge le morphisme poˆle-ze´ro Chtr,d;≤pN → (X − N)
2 et est encore propre. Il est de
plus lisse purement de dimension relative 2r−2, et le ferme´ comple´mentaire de l’ouvert
Chtr,d;≤pN ⊂ C˜ht
r,d;≤p
N est un diviseur a` croisements normaux relatif sur (X −N)
2 qui
est re´union de diviseurs lisses sur (X −N)2.
En prenant la re´union disjointe sur les entiers d des champs C˜ht
r,d;≤p
N et en divisant




Z → (X −N)2
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qui prolonge le morphisme poˆle-ze´ro Chtr;≤pN /a
Z → (X − N)2, qui est propre et lisse





Z est un diviseur a` croisements normaux relatif sur (X −N)2
qui est re´union de diviseurs lisses sur (X −N)2.
Le the´ore`me suivant est une description partielle de la cohomologie ℓ-adique des
varie´te´s de chtoucas compactifie´es.
THE´ORE`ME. — Pour tout niveau N et tout parame`tre de troncature p assez convexe
par rapport au genre de la courbe X et a` N , les images directes supe´rieures du faisceau
constant de valeur Qℓ par le morphisme canonique C˜ht
r;≤p
N /a
Z → (X−N)2 sont toutes
des syste`mes locaux ℓ-adiques (r + 1)-ne´gligeables.
Lafforgue prouve le the´ore`me principal de la section 1 et le the´ore`me ci-dessus par
une re´currence simultane´e sur r. Plus pre´cise´ment, pour tout entier r′ ≥ 1, il conside`re
les proprie´te´s suivantes :
P1(r
′) Quel que soit π′ ∈ Ar′ , il existe σ(π
′) ∈ Gr′ tel que l’on ait l’e´galite´ de
facteurs L locaux
ι(L(σ(π′)x, T )) = L(π
′
x, T )
pour presque toute place x /∈ Sσ(π′) ∪ Sπ′ .
P2(r
′) Quel que soit σ′ ∈ Gr′ , il existe π(σ
′) ∈ Ar′ tel que l’on ait l’e´galite´ de
facteurs L locaux
L(π(σ′)x, T ) = ι(L(σ
′
x, T ))
pour presque toute place x /∈ Sπ(σ′) ∪ Sσ′ .
P3(r
′) Quels que soient π′ ∈ Ar′ et x ∈ |X | − Sπ′ , les valeurs propres de Hecke
z1(π
′), . . . , zr′(π
′) sont toutes de valeur absolue 1.
P4(r
′) Le the´ore`me ci-dessus est de´montre´ en rang r′.
Et il prouve :




pour r′ = 1, . . . , r − 1 impliquent ces meˆmes proprie´te´s pour r′ = r.
Comme on l’a de´ja` signale´ en 1.4, les proprie´te´s P1(1), . . . ,P1(r − 1) impliquent les
proprie´te´s P2(1), . . . ,P2(r− 1),P2(r), et en particulier la correspondance de Langlands
en tout rang r′ < r. Le the´ore`me ci-dessus implique donc bien le the´ore`me principal de
1.3. Ces meˆmes proprie´te´s impliquent aussi des proprie´te´s renforce´es ou` l’on impose que
Sσ(π′) = Sπ′ et les e´galite´s de facteurs L locaux pour toutes les places x /∈ Sπ′ .
Dans la suite de cette section nous allons commencer la de´monstration du the´ore`me
pre´ce´dent en nous concentrant sur les aspects galoisiens.
6.3. Les strates du bord sont r-ne´gligeables
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Dans toute cette sous-section on fixe un parame`tre de troncature p : [0, r]→ R assez
convexe en fonction du genre de la courbe X et de N .
Pour tout entier ν on note





les ν-ie`mes images directes supe´rieures a` supports compacts du faisceau constant Qℓ
par les morphismes de champs
Chtr;≤pN /a
Z → (X −N)2, C˜ht
r;≤p
N /a








/aZ → (X −N)2.
Ce sont des syste`mes locaux ℓ-adiques sur (X−N)2, qui sont nuls pour ν /∈ {0, 1, . . . , 4r−
4} (et meˆme pour ν /∈ {0, 1, . . . , 4r−6} dans le cas de H˜ r;≤p, νN,∂ ), et on a une suite exacte
longue






N → · · · .








/aZ sur (X − N)2
est re´union d’une famille finie de diviseurs lisses. Il est donc muni d’une stratification
canonique. Une strate ferme´e du bord est une intersection d’une sous-famille non vide de
cette famille. La relation d’inclusion de´finit une relation d’ordre sur les strates ferme´es du
bord. Une strate ouverte du bord est le comple´mentaire dans une strate ferme´e du bord de
la re´union des strates ferme´es du bord strictement plus petite. Par exemple, pour N = ∅,
les strates ouvertes du bord sont les Cht
r;≤p
R /a
Z pour ∅ 6= R = {r1, . . . , rs−1} ⊂ [r− 1]
de´finies en 3.3, et les strates ferme´es du bord sont les adhe´rences des strates ouvertes
du bord.
Toute strate du bord (ferme´e ou ouverte) est lisse sur (X−N)2, et les images directes
supe´rieures a` supports compacts de Qℓ par la restriction a` une telle strate du morphisme
poˆle-ze´ro sont toutes des syste`mes locaux ℓ-adiques sur (X − N)2, qu’il est commode
d’appeler images directes supe´rieures de la strate.
PROPOSITION. — Supposons que les proprie´te´s P1(1) . . . ,P1(r − 1) soient ve´rifie´es
pour ce niveau N . Alors, les syste`mes locaux ℓ-adiques
- images directes supe´rieures des strates ferme´es du bord,
- images directes supe´rieures des strates ouvertes du bord
- H˜ r;≤p, νN,∂ , 0 ≤ ν ≤ 4r − 6,
sont tous r-ne´gligeables.
Esquissons la preuve de cette proposition pour N = ∅. On proce`de par re´currence
sur r. Compte tenu de la suite exacte longue ci-dessus, les hypothe`ses de la proposition
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et de re´currence assurent que les images directes supe´rieures par les morphismes
Chtr
′,d′;≤p′ → X ×X
sont toutes (r′ + 1)-ne´gligeables quels que soient les entiers 1 ≤ r′ < r et d′ et le
parame`tre de troncature p′ assez convexe par rapport au genre de X .
Chaque strate Cht
r,d;≤p
R , ∅ 6= R = {r1, . . . , rs−1} ⊂ [r − 1], est finie et radicielle
sur un champ ChtR,d;≤p et lui est donc e´quivalente du point de vue de la cohomologie
ℓ-adique. Par hypothe`se de re´currence, tous les sous-quotients irre´ductibles des images
directes supe´rieures par le morphisme
(∞ =∞1, o1 =∞2, . . . , os−1 =∞s, os = o) : Cht
R,d;≤p → X ×Xs−1 ×X











pour des syste`mes locaux ℓ-adiques irre´ductibles L′1, L
′′









s de rangs ≤ r − rs−1 < r sur la courbe X . Par
suite, les images directes supe´rieures par le morphisme (∞, o) : Cht
r,d;≤p
R → X ×X se
















et ont tous leurs sous-quotients irre´ductibles de la forme (L′1⊠L
′′
s )
(λ) ou` λ est une valeur










; la proposition s’en
suit.







Z sont construits a` partir des Cht
r;≤p
/aZ en formant
un produit fibre´ au dessus du champ Tr
r
N . On a besoin d’une formule de comptage
supple´mentaire ou` interviennent les fonctions d’Euler-Poincare´ introduites par Kottwitz
(cf. [Lau 1]) et un argument inspire´ de [Ha-Ta].
6.4. Se´paration de la partie cuspidale de la cohomologie
Soit S un sche´ma de type fini sur Fq. Un syste`me local ℓ-adique virtuel M sur U ×U
est une combinaison line´aire formelleM =
∑
LmM (L)[L] ou` L parcourt un ensemble de
repre´sentants des classes d’isomorphie de syste`mes locaux ℓ-adiques irre´ductibles sur S
(fixe´ une fois pour toute) et ou` L 7→ mM (L) est une fonction sur cet ensemble a` valeurs
rationnelles et a` support fini. Le coefficient mM (L) ∈ Q est appele´ la multiplicite´ de
L dans M . On dit que L intervient dans M ou encore que L est un constituant de M
si mM (L) 6= 0. Un syste`me local ℓ-adique M de´finit un syste`me local ℓ-adique virtuel
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[M ] : mM (L) est la multiplicite´ de L dans n’importe quelle filtration de Jordan-Ho¨lder
de M .
On dira qu’un syste`me local ℓ-adique virtuel M =
∑
LmM (L)[L] sur S est effectif
si mM (L) ≥ 0 quel que soit L. On dira qu’il est pur de poids un entier w si tous les L
qui interviennent dans M sont ponctuellement purs de poids w. On dira qu’il est mixte
de poids contenus dans un ensemble W d’entiers si chaque L qui intervient dans M est
ponctuellement pur de poids appartenant a` W .
Soit maintenant U un ouvert non vide de X . Un syste`me local ℓ-adique virtuel M sur
U × U est dit r-ne´gligeable si tous les L qui interviennent dans M sont r-ne´gligeables.
Si M =
∑
LmM (L)[L] est un syste`me local ℓ-adique virtuel sur U × U , on appelera
morceau non r-ne´gligeable de M et on notera Mcusp =
∑
LmMcusp(L)[L] le syste`me
local ℓ-adique virtuel sur U × U de´fini par mMcusp (L) = 0 si L est r-ne´gligeable et
mMcusp (L) = mM (L) sinon.













(−1)ν Tr(Frobnξ , H
r;≤p, ν
N )
et le cas particulier g = 1 et deg(∞)n∞ = deg(o)no = deg(ξ)n de la formule pour la























on peut y remplacer les fonctions ν 7→ Tr≤pπ′,π′′(1KN , ν) par des fonctions de la forme∑
z∈C× czz
ν pour une famille a` support fini de scalaires cz ∈ Q, z ∈ C
×.
L’hypothe`se de re´currence permet de remplacer les π′ et π′′ qui interviennent dans
cette meˆme expression par des syste`mes locaux ℓ-adiques irre´ductibles et purs de poids
0 sur X −N . Compte tenu du the´ore`me de purete´ de Deligne ([De]) on en de´duit :
PROPOSITION. — Si p : [0, r] → R est un parame`tre de troncature assez convexe en
fonction du genre de la courbe X et de N , il existe un syste`me local ℓ-adique virtuel
mixte de poids entiers H˜ r;≤pN,cusp sur (X −N)








(−1)ν [(FrobkX × IdX)
∗Hr;≤p, νN ]
soit r-ne´gligeable et que, pour tout couple (∞, o) de points ferme´s distincts de X −N ,




























2 , ∀i = 1, . . . , r, ∀x ∈ |X −N |,
pour les valeurs propres de Hecke de tout π ∈ Ar(KN ) assure que H˜
r;≤p
N,cusp est mixte de
poids contenus dans {2r − 3, 2r − 2, 2r − 1} et qu’il a des constituants de poids 2r − 3
si et seulement si il en a de poids 2r − 1.
Par des arguments de fonctions L pour les syste`me locaux ℓ-adiques sur la surface
(X−N)2, Lafforgue de´duit de la proposition ci-dessus, du the´ore`me de purete´ de Deligne
et des re´sultats de 6.3 :
COROLLAIRE. — (i) Le syste`me local ℓ-adique virtuel H˜ r;≤pN,cusp sur (X−N)
2 est effectif,
pur de poids 2r − 2 et n’admet aucun constituant r-ne´gligeable.
(ii) Les syste`mes locaux ℓ-adiques H˜ r;≤p, νN , ν 6= 2r − 2, sont tous r-ne´gligeables






∗H˜ r;≤p, 2r−2N ].
Pour tous parame`tres de troncatures p ≤ q qui sont assez convexes par rapport au
genre de X et au niveau N , on a un carre´ commutatif
Hr;≤q, ∗N −−−→ H˜
r;≤q, ∗
Nx + y
Hr;≤p, ∗N −−−→ H˜
r;≤p, ∗
N
ou` les deux fle`ches horizontales et la fle`che verticale montante de gauche sont les







et Chtr;≤pN ⊂ Cht
r;≤q





N qui est l’adhe´rence du graphe de l’inclusion
Chtr;≤pN ⊂ Cht
r;≤q
N . La proposition de 6.3, le corollaire ci-dessus et l’existence de ce
carre´ commutatif impliquent facilement le lemme suivant qui est crucial pour la suite.
LEMME. — Pour tous parame`tres de troncatures p ≤ q qui sont assez convexes par
rapport au genre de X et au niveau N , les noyau et conoyau de l’homomorphisme de
prolongement par ze´ro





En utilisant ce lemme, Lafforgue prouve que le ind-syste`me local ℓ-adique 〈〈de rang
infini 〉〉 sur (X −N)2
Hr; 2r−2N = lim−→
p
Hr;≤p, 2r−2N ,
ou` p parcourt l’ensemble des parame`tres de troncature qui sont assez convexes par
rapport au genre de la courbe X et a` N , a la proprie´te´ suivante :
LEMME. — Il existe une unique filtration finie
F • = ((0) = F 0 ⊆ F 1 ( F 2 ( · · · ( F 2u+1 ( F 2u ( · · · ( FT = Hr; 2r−2N
telle que :
- pour tout entier u ≥ 0 tel que 2u + 1 ≤ T , F 2u+1/F 2u est la somme de tous les
sous-syste`mes locaux ℓ-adiques (de rang fini) r-ne´gligeables de Hr; 2r−2N /F
2u,
- pour tout entier u ≥ 0 tel que 2u + 2 ≤ T , F 2u+2/F 2u+1 est la somme de tous
les sous-syste`mes locaux ℓ-adiques (de rang fini) Hr; 2r−2N /F
2u+1 dont aucun sous-
quotient n’est r-ne´gligeable,
- si p est un parame`tre de troncature assez convexe par rapport au genre de X et au
niveau N et si on note F≤p, • la filtration sur Hr;≤p, 2r−2N induite par F
•, alors,
pour tout entier u ≥ 0, le plongement
F≤p, 2u+2/F≤p, 2u+1 →֒ F 2u+2/F 2u+1
est un isomorphisme.





Rassemblant les re´sultats de cette sous-section, on obtient finalement :
PROPOSITION. — (i) Pour tout parame`tre de troncature p assez convexe par rapport






[(FrobkX−N × IdX−N )
∗HrN,cusp].
(ii) Le syste`me local ℓ-adique HrN,cusp est ponctuellement pur de poids 2r − 2.
(iii) Pour tout couple (∞, o) de points ferme´s distincts de X−N , tout point ferme´



























7. UNE VARIANTE D’UN THE´ORE`ME DE PINK
7.1. Le cas des sche´mas
Soient S un sche´ma de type fini et lisse (sur Fq) et p : X → S un morphisme de
sche´mas propre et lisse purement de dimension relative d. On se donne un diviseur
Y ⊂ X a` croisements normaux relatif sur S qui est re´union Y = Y1 ∪ · · · ∪ Ym de
m diviseurs lisses sur S. Pour toute partie I de {1, . . . , m} on note YI =
⋂
i∈I Yi et
XI = YI −
⋃
J)I YJ . On a donc X∅ = X − Y ⊂ Y∅ = X et X est la re´union disjointe de
ses parties localement ferme´es XI . De plus, pour chaque I ⊂ {1, . . . , m}, la restriction
pI de p a` YI est propre et lisse purement de dimension relative d − |I|, et XI est un
ouvert dense de YI .
On conside`re un endomorphisme f : S → S et un morphisme fini de sche´mas
Γ∅ → Z∅ := X∅ ×f,S X∅ ⊂ X∅ ×X∅
ou` 〈〈×f,S 〉〉 est une notation abre´ge´e pour 〈〈×p∅◦f,S,p∅ 〉〉. On suppose que la premie`re
projection pr∅,1 : Γ∅ → X∅ est e´tale. Le S-sche´ma est donc lisse purement de dimension
relative d sur S. En particulier il est normal.




la fibre Γ∅,s → Z∅,s ⊂ X∅,f(s) × X∅,s en s de Γ∅ coupe transversalement la fibre











le nombre des points d’intersection.
On note Γ → Z := X ×f,S X ⊂ X × X le morphisme fini de sche´mas obtenu par
normalisation de Z dans Γ∅. On se propose de donner une interpre´tation cohomologique
de Lefs(Γ∅ × Frob
n
X , X∅) sous une hypothe`se de 〈〈 stabilite´ de l’ouvert X∅ ⊂ X au
voisinage des points fixes de Γ 〉〉.
7.2. Stabilite´ au voisinage des points fixes
On note pr1, pr2 : Γ→ X les deux projections canoniques de Γ et, pour chaque entier
n ≥ 0, δn le graphe (FrobnX , IdX) : X → X ×X .
DE´FINITION. — On dira que Γ stabilise X∅ au voisinage de ses points fixes s’il existe
un ouvert U ⊂ X×X contenant toutes les intersections de l’image de Γ dans Z ⊂ X×X
avec les images des graphes de Frobenius δn(X) ⊂ X ×X, n ≥ 0, et tel que
pr1(pr
−1
2 (X∅) ∩ UΓ) ⊂ X∅
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ou` UΓ ⊂ Γ est la trace de U sur Γ.
LEMME. — Pour que Γ stabilise X∅ au voisinage de ses points fixes, il faut et il suffit
que Γ satisfasse au crite`re valuatif suivant :
(∗) Pour tout anneau de valuation discre`te A de corps des fractions K et de corps
re´siduel k et pour tout point γ : Spec(A) → Γ tel que pr1(γ(Spec(K))) ∈ Y (K) et
pr2(γ(Spec(K))) ∈ X∅(K), l’image de γ(Spec(k)) ∈ Γ(k) dans Z ⊂ X ×X n’est dans
l’image d’aucun des graphes de Frobenius δn, n ∈ N.
Comme l’a fait Pink dans [Pi], Lafforgue introduit l’e´clatement π : Z˜ → Z de
Z = X ×f,S X le long du ferme´ re´union des Yi ×f,S Yi, 1 ≤ i ≤ m. Cet e´clatement
est aussi le produit fibre´ au-dessus de Z des e´clatements Z˜i → Z, 1 ≤ i ≤ m, de Z le
long des Yi ×f,S Yi. Il est donc muni de diviseurs Ei, 1 ≤ i ≤ m, qui sont les images
re´ciproques dans Z˜ des diviseurs exceptionnels dans les Z˜i. Pour toute partie non vide







π−1(Yi ×f,S Yi) = π
−1(YI ×f,S YI),
que EI est le produit fibre´ sur Z des diviseurs exceptionnels dans les Z˜i pour i ∈ I
et des Z˜i pour i /∈ I, que EI est lisse sur S purement de dimension relative 2d − |I|
et que la restriction de πI : EI → YI ×f,S YI au-dessus de l’ouvert XI ×f,S XI est un
fibre´ projectif de rang |I|. Les Ei sont donc des diviseurs lisses sur S et leur re´union
E = E1 ∪ · · · ∪Em est un diviseur a` croisements normaux relatif sur S.
Par construction π : Z˜ → Z est un isomorphisme au dessus de Z∅. On notera Γ˜→ Z˜
la normalisation de Γ∅ dans Z˜. Bien entendu π 〈〈envoie 〉〉 Γ˜ dans Γ.
Pour tout point ferme´ s ∈ S la fibre πs : Z˜s → Zs en s de π est l’e´clatement de
Zs le long de la re´union des ferme´s Yi,s ×f,f(s) Yi,f(s) de Zs = Xs ×f,f(s) Xf(s). Pour
tout point ferme´ s ∈ S et tout entier n ≥ 0 tel que FrobnS(f(s)) = f(Frob
n
S(s)) = s, la
fibre δn(s,f(s)) : Xf(s) → Zs ⊂ Xs ×Xf(s) en (s, f(s)) du graphe de Frobenius se rele`ve
canoniquement en un morphisme
δ˜n(s,f(s)) : Xf(s) → Z˜s
puisque, pour chaque i = 1, . . . , m, l’image re´ciproque par δn(s,f(s)) du ferme´ Yi,s ×f,f(s)
Yi,f(s) ⊂ Zs est le diviseur Yi,f(s) ⊂ Xf(s).
La proposition suivante prolonge un re´sultat de Pink ([Pi]).
PROPOSITION. — Supposons que Γ stabilise X∅ au voisinage de ses points fixes. Alors,
quitte a` remplacer f par






∅ := (X∅ ×X∅)×Frobn0X∅ × IdX∅ ,X∅×X∅
Γ∅.
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pour un entier n0 ≥ 0 assez grand, la normalisation Γ˜ ve´rifie la proprie´te´ suivante :
pour tout point ferme´ s ∈ S et tout entier n > 0 tel que FrobnS(f(s)) = f(Frob
n
S(s)) = s,
l’image de δ˜nf,f(s) dans Z˜s ne rencontre pas l’image de Γ˜s en dehors de Z∅,s ⊂ Z˜s.
7.3. Formule des points fixes
Rappelons que l’on a fixe´ un nombre premier ℓ distinct de la caracte´ristique de Fq.
Conside´rons la cohomologie ℓ-adique de X et Z au-dessus de S
Rp∗Qℓ et Rq∗Qℓ ∈ D
b
c (S,Qℓ)
ou` q : X×f,SX → S est la projection canonique, et plus ge´ne´ralement les cohomologies
ℓ-adique des YI au-dessus de S
RpI,∗Qℓ et RqI,∗Qℓ ∈ D
b
c (S,Qℓ)
ou` qI : YI ×f,S YI → S est la projection canonique. La formation de ces cohomologies
commute aux changements de base S′ → S. En particulier, la fibre en un point
ge´ome´trique s de S de RpI,∗Qℓ est la cohomologie ℓ-adique RΓ(YI,s,Qℓ) de la fibre
de pI en ce point.
Nos hypothe`ses assurent que les faisceaux de cohomologie RjpI,∗Qℓ (resp. R
jqI,∗Qℓ)
sont tous lisses sur S et qu’ils sont nuls pour les j qui ne sont pas dans l’intervalle
[0, 2(d− |I|)] (resp. [0, 4(d− |I|]).
Soient I ⊂ {0, 1, . . . , m}, n un entier ≥ 1 et uI ∈ H
0(S,R2(d−|I|)qI,∗Qℓ)(d− |I|) une
classe de cohomologie. Alors
- l’endomorphisme de Frobenius FrobnYI qui rele`ve Frob
n
































ces homomorphismes compose´s. Pour tout point ge´ome´trique s de S qui ve´rifie
f(FrobnS(s)) = Frob
n
S(f(s)) = s, uI × Frob
n
YI
induit un endomorphisme de la coho-




, RΓ(YI,s,Qℓ)) ∈ Qℓ
la trace.
Le 〈〈cycle de codimension d 〉〉 Γ sur X ×f,S X admet une classe de cohomologie
cl(Γ) ∈ H0(S,R2dq∗Qℓ)(d).
De meˆme, si on note q˜ = q ◦ π : Z˜ → S, Γ˜ admet une classe de cohomologie
cl(Γ˜) ∈ H0(S,R2dq˜∗Qℓ)(d).




ou` q˜I : EI → S est la projection canonique, ou` la premie`re fle`che est l’homomorphisme




On note cl(Γ)I l’image de cl(Γ˜) par cet homomorphisme compose´.
Plus ge´ne´ralement on peut refaire cette construction apre`s avoir remplace´ f par
f (n0) et Γ∅ par Γ
(n0)
∅ pour un entier n0 ≥ 0 (cf. la proposition de 7.2). Pour chaque I ⊂






I : YI×f (n0),SYI → S est la projection canonique. L’image directe de cette section
globale par le morphisme radiciel Frobn0YI × IdYI : YI ×f (n0),S YI → YI ×f,S YI est une




Avec ces notations, Lafforgue prouve la ge´ne´ralisation suivante de la formule des
points fixes de Grothendieck-Lefschetz ([Gr]).
THE´ORE`ME. — Supposons que Γ stabilise l’ouvert X∅ au voisinage de ses points fixes
et soit n0 ≥ 0 un entier ve´rifiant la conclusion de la proposition de 7.3.
Alors, pour tout point ferme´ s de S et tout entier n > n0 tels que Frob
n
S(f(s)) =


















7.4. Extension a` certains champs alge´briques
Comme le montre Lafforgue, les re´sultats de cette section valent encore apre`s avoir
remplace´ le S-sche´ma p : X → S, le diviseur Y = Y1 ∪ · · · ∪ Ym et le morphisme de
sche´mas Γ∅ → Z∅ par un S-champ alge´brique p : X → S, un diviseur Y dans X et un
morphisme de champs alge´briques Γ∅ → Z∅ qui ve´rifient les proprie´te´s suivantes :
- le morphisme p : X→ S est de type fini,
- au voisinage de chacun de ses points le champ X admet un recouvrement fini et plat
par un espace alge´brique muni de l’action d’un groupe fini qui agit transitivement
sur les fibres de ce recouvrement,
- le morphisme p satisfait au crite`re valuatif de proprete´,
- le morphisme p est lisse purement de dimension relative d,
- Y est une re´union de diviseurs Y1, . . . ,Ym qui sont lisses sur S et est a` croisement
normaux relatif sur S,
- X∅ est un S-champ alge´brique de Deligne-Mumford, le morphisme Γ∅ → Z∅ =
X∅ ×f,S X∅ est repre´sentable fini et la premie`re projection de Γ∅ sur X∅ est e´tale.
8. FIN DE LA RE´CURRENCE
8.1. Ce qu’il reste a` de´montrer
Soient N ⊂ X un niveau. Pour tout g ∈ GLr(A) la correspondance de Hecke
c = (c1, c2) : Cht
r
N (g)/a






Z dans Chtr;≤qN /a
Z de`s que q − p est assez convexe en fonction de
KNgKN . Par conse´quent, le ind-syste`me local ℓ-adique H
r; 2r−2
N de´fini en 6.4 est muni
d’une action de la Qℓ-alge`bre de Hecke H(KN ) = Cc(GLr(A)//KN) des fonctions a`
valeurs dans Qℓ,KN -invariantes a` gauche et a` droite et a` supports compacts sur GLr(A).
De meˆme, les morphismes de Frobenius partiels induisent un isomorphisme




qui commute a` l’action de H(KN ).
Comme la construction faite en 6.4 du syste`me local ℓ-adique HrN,cusp a` partir
de Hr; 2r−2N est canonique, H
r
N,cusp est lui aussi muni d’une action de l’alge`bre de















Dans cette dernie`re section nous allons montrer :
PROPOSITION. — Pour tout g ∈ GLr(A), tout couple (∞, o) de points ferme´s distincts
de X − Sg (ou` Sg ⊂ |N | est l’ensemble fini de points ferme´s de X de´fini en 5.1), tout
























Cette proposition ge´ne´ralise la partie (iii) de la dernie`re proposition de la sous-section
6.4 et des arguments standard permettent d’en de´duire les proprie´te´s P1(r), P2(r) et
P3(r).
8.2. Trace des ope´rateurs de Hecke sur H˜ r;≤pN,cusp
LEMME. — Soient U un ouvert non vide de X et M un syste`me local ℓ-adique sur
U × U muni d’un endomorphisme h : M → M . Alors, un fois fixe´ un ensemble de
repre´sentants des classes d’isomorphie de syste`mes locaux ℓ-adiques irre´ductibles sur
U × U , il existe une unique application a` support fini L 7→ λL de cet ensemble dans Qℓ
telle que




pour tout γ ∈ π1(U × U, δ).
Si [M ] =
∑
LmM (L)[L] est le syste`me local ℓ-adique virtuel sur U × U associe´ a` M
et si Mcusp =
∑
LmMcusp(L)[L] est son morceau non r-ne´gligeable (cf. 6.4), on notera







pour tout γ ∈ π1(U × U, δ).
Bien entendu, on va appliquer ceci au morceau non r-ne´gligeable H˜ r;≤pN,cusp de la
cohomologie ℓ-adique H˜ r;≤p, ∗N et a` l’endomorphisme de H˜
r;≤p, 2r−2
N induit par une
correspondance de Hecke.
Plus pre´cise´ment, soit p : [0, r] → R un parame`tre de troncature assez convexe par
rapport au genre de la courbe X et a` N et soit g ∈ GLr(A
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dans Chtr;≤qN pour un parame`tre de troncature q ≥ p convenable et qu’elle induit un
morphisme entre les cohomologies a` supports compacts h : Hr;≤p, ∗N → H
r;≤q, ∗
N . D’autre
part, cette correspondance induit par restriction un cycle



















pour tout γ ∈ π1((X −N)
2, δ).
Quitte a` agrandir q, on peut supposer que q est assez convexe par rapport au genre
de la courbe X et a` N . On alors un diagramme commutatif










ou` les fle`ches h et h˜ sont celles de´finies ci-dessus et les autres fle`ches sont les meˆmes que
dans le carre´ commutatif de 6.4. Par un argument facile utilisant les re´sultats de 6.4,
Lafforgue en de´duit :
PROPOSITION. — Pour tout parame`tre de troncature p assez convexe en fonction de





N,cusp) = TrH˜ r;≤p
N,cusp
(h˜ ◦ Frobnξ ).
8.3. Application de la variante du the´ore`me de Pink
Fixons un parame`tre de troncature p : [0, r]→ R assez convexe par rapport au genre
de la courbe X et a` N , et un e´le´ment g ∈ GLr(A). On a de´fini un ensemble fini Sg ⊃ |N |
de points ferme´s de X .
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On cherche a` appliquer les re´sultats ge´ne´raux du chapitre 7 a`
S = (X − Sg)
2, f = IdS : S → S,













Z) = Γ∅ → X∅ ×S X∅,
et
Γ→ X×S X
la normalisation de X∅ ×S X∅ dans Γ∅. Le ferme´ comple´mentaire Y = X − X∅ est un
diviseur a` croisements normaux relatif sur (X −Sg)
2, qui est re´union Y = Y1 ∪ · · · ∪ Ym
de diviseurs lisses sur (X − Sg)
2.
Pour chaque entier n0 ≥ 0, on dispose des classes de cohomologie suivantes :




I dans la cohomologie de YI ×S YI au-dessus de (X − Sg)
2 pour tout
I ⊂ {1, . . . , m} non vide.
Pour tout ouvert U de X notons ΛU le sche´ma intersection de tous les ouverts de
U×U comple´mentaires des images re´ciproques de la diagonales par les endomorphismes
FrobnU × IdU et IdU ×Frob
n
U de U × U pour tous les entiers n ≥ 0, c’est-a`-dire
l’intersection de ΛX ⊂ X ×X avec U × U .
Nous avons besoin du the´ore`me suivant de Lafforgue, qui prolonge en rang arbitraire
un re´sultat e´tabli par Drinfeld en rang 2 ([Dr 7]).
THE´ORE`ME. — Supposons que p est assez convexe et U ⊂ X − Sg est assez petit
relativement a` N et a` KNgKN . Il existe alors un ouvert de Zariski V ⊂ U×U , contenant
ΛU , tel que, apre`s avoir remplace´ S = (X − Sg)
2 par V et X∅ ⊂ X et Γ∅ ⊂ Γ par leurs
restrictions a` cet ouvert de S, la correspondance Γ stabilise l’ouvert X∅ au voisinage de
ses points fixes.
En d’autres termes, l’hypothe`se du the´ore`me de la sous-section 7.3 est ve´rifie´e au-
dessus de V ⊃ ΛU . Par conse´quent, si n0 ≥ 0 est l’entier de loc. cit., pour tout point
ge´ome´trique ξ localise´ en un point ferme´ ξ de ΛU et tout entier n tel que deg(ξ)n > n0,

















On remarquera que, pour chaque I ⊂ {1, . . . , m} non vide, il existe une famille
(mI(L))L de scalaires dans Qℓ, indexe´e par un ensemble de repre´sentants des syste`mes
locaux ℓ-adiques irre´ductibles sur (X − Sg)













et que mI(L) = 0 pour tout L qui n’est pas r-ne´gligeable d’apre`s 6.3.
Dans la suite de cette sous-section, on identifie Qℓ a` C par l’isomorphisme fixe´ en
1.3.
Dans la formule de points fixes ci-dessus, on peut remplacer ξ par (FrobkX × IdX)(ξ)
pour k = 1, . . . , r! et faire la moyenne des r! expressions obtenues. Le premier membre









































d’apre`s 5.2. Compte tenu de la proposition de la sous-section pre´ce´dente et de
l’hypothe`se de re´currence P1(r





































pour une famille a` support fini de polynoˆmes PL,z(u) ∈ C[u], z ∈ C
×, qui sont
identiquement nuls quand L n’est pas r-ne´gligeable.
En de´veloppant les polynoˆmes PL,z(u) et en utilisant l’inde´pendance line´aire des
fonctions ν 7→ νkzν de l’entiers ν pour k ∈ Z et z ∈ C×, on voit tout d’abord que l’on
ne perd rien en replac¸ant chaque PL,z(u) par son terme constant PL,z(0).
En utilisant la correspondance de Langlands et la conjecture de Ramanujan-Petersson
de´ja` connues en les rangs < r et un dernier argument de fonctions L, Lafforgue conclut
alors la preuve de la proposition de 8.1 et la re´currence.
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